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Vorrede 

» 

2 u r • e r f t e n Ausgabe. 



Was ich hier von diefetn Buche zu Tagen ha- 
be, glaube ich nicht voliftändiger und in kei- 
ner beffern Ordnung vortragen zu können, als, 
wenn ich an jede Klaffe derLefer, die ich -für 
das Buch erwarten kann, mich befonders wen- 
de, und ihr das für fie dienliche davon face 
Ich werde dabey diefe Klaffen nach der zu ver- 
mutenden Anzahl ihrer Mitglieder ordnen. 

♦ . I 

* • t 

I. An ftudirende Jünglinge, 

Jünglinge meines teutfchen Vaterlandes 
denen ihre Geiftesbildung eine wahre Angele- 
genheit ift, an Euch ift diefe Anrede gerich- 
tet! — Mit dem groffen Haufen derer, die auf 
Umverfitäten täglich fechs Bis acht Stuntfen 
Vorlefungen ohne Plan und Ordnung durch ein- 
ander hören, um fo in zwey bis drey Jahren ei- 
nen Pack von Heften zufammen zu fchreiben 
der fie in den Stand feze, bey der bevofftehen- 
den Prüfung einige elementarifche Fragen aus 
diefer oder jener Brodwiffeofchaft nothdürftig 
zu beantworten, . habe kh hier nichts zu thün. 
* ; ' * » Sie 
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Sie entehren die Wiffeofchaften durch >3ie Art, 
wie lie fie treiben, haben vom Werthe der 
Wahrheit keine Vorftellutfg, und für das, was 
ich hier Tagen werde, keinen Sinn. — 

Euch übergebe ich hier , in eurer Mutter« 
fprache, das Buch der Bucher- > das Buch das 
die Elemente,, d. h. die erfte Grundlage alles 
menfchlichen Wiffens enthält, alfo die wahre 
Wiffenfchaftslehre. Dafs es dies fey, fagt Euch 
fchon der Titel des Buchs: Elemente (w%wt) 
und des Urhebers : f^erf affer der Elemente 
(?«;ga0rw)> den beyde fchlechthin und ohne 
Beyfaz im ganzen Alterthume führen ; dies fagt 
Euch ferner die Gefchichte des Buchs , die Euch 
lehrt, dafs es feit mehr, als zweytaufend Jah- 
ren das Lehrbuch für die TFelt gewefen, d. h. 
in die Sprachen aller cultivirten Nationen überr 
fezt, von den gröfsten Köpfen aller mit der aus- 
gezeichnetften Achtung beehrt , allen , denen es 
um gründliche Wiffenfchaft zu thun war, mit 
dem angelegentlichften Eifer empfohlen , und 
von ihnen mit dem glücklichfteu Erfolge ge- 
braucht worden fey; dies fagt Euch endlich am 
überzeugendften die genauere Bekanntfchaft und 
Befchäftigung mit dem Buche felbft, die das 
Urtheil bald rechtfertigen wird, dafs wir in 
Rückficht auf Syflem und Methode überall 
nichts gleich Vollkommenes auf zu weifen haben. 
Denn dafs es nur in diefem Sinne, alfo nicht in 
materialer \ fondern blofs in' formaler Bedeutung 
des Worts genommen fey, wenn ich behaupte, 
die Elemente enthalten die erße Grundlage al- 
les 
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les menfchlwhen Wijjens , lehrt fchon eine 
flüchtige Anlicht des Buchs , welche zeigt , dafs 
es in Anfehung der Materie lieh blos auf die 
Geometrie eitifchränke. 

Aber auch felbft iu diefer Bedeutung möch- 
te doch meine Behauptung noch Einem oder 
dem Andern übfemieben fcheinen. Es wird mir 
alfo obliegen/ fie- zu rechtfertigen. 

* ' 's 

Wir wijfen eigentlich nur das , wovon wir 
wiffeafchafüiche Erkenntnifs haben. Wijjen- 

fehaftliche Erkenntnifs > oder FPiJßnJbhaft aber 
ifc eine fyftematifche, d. h. nach Principien/ge-' 
ordnete Verbindung von Kenntniffen zu einem ! 
Ganzen. Der Inbegriff der Regeln , die maa 
bey der Anlage und Aufführung eines wiffen^ 
fehaftlichea Lehrgebäudes , d. h. bey der Anord- 
nung eines Zusammenhangs von Gründen und 
Folgen der Erkenntnifs zu beobachten- hat, 
iBacht dasjenige aus , was man jyflematifbhe 
oder uHjpenfchaßlicJte Methode nennt. Nun le-' 
hen es zwar die Lehrer der Logik für ein Stück 
ihres Berufs an, ihren Schillern jene Regeln 

' beyzi*bringen , und fiezu diefer Methode anzu- 
fahren; aber wenn lie nicht felbft beym Eukli- 
des in die Schule gegangen find , fo find fie dar* 
in blinde Leiber. Denn nur roh ihm , oder von 
Niemand, lernt man das Wefen der wiffenfehaft- 
liehen Methode kennen , nur Er, oder Niemand, 
hat alle Forderungen derfelben in ihrem ganzen * 
Umfange-, und nach aller Strenge erfüllt. Wie-* 
fern alfo Euklids Elemente da# vollkomm ernfte' 

^ 4 
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Mufter .der . wtffeofchaftlichen Methotfe eathab 

teU), und wiefern-man. oh/ie ßejijefe gar, nicht, 
kennen lernen, ohne diefe aber überall kein«) 
Wiffenfchaft zu Stande bringen kann,, fofern ifti 
man berechtiget, zu behaupten, diefe Elemente 
enthalten die erßeföriniile Gr undlage ' 'alles 
menfchlichen Tf r i]fens. Man k.afln zwar fehr gut; 
und kurz fagen, das Wefen der^wil!enfphaJ*U-> 
cheu Methode beftejie dariu ^ a£}e$, was man, 
vortragt^ aus unbestreitbaren Granden durch 
Beyjall erzwingende Schlaffe darzuthun ; woll- 
te man aber weiter gehen und behaupten, fo et*? 
was f müCste fich auch wohl ohne Euklids Hülfe 
bewerkftelligen laffen , fo würde man dariu gar 
fehr irren. Verftehen kann man wohl, was jene> 
Worte fagen wollen, aber damit noch nicht fo-* 
glei^cft leiften , Ayas fie fordern. Der Weg vom 
Verßefien Können , bis zum Ausführen Können 
\[% um e\n Beträchtliches weiter, als die meiftea 
JVIenfchen glauben. r „IFie man es anzugreifen 
hcibe^y um etwas zu Stande zu bringen^ lernt man. 
nur ,von dem , der felbfl es zu Stande gebracht 
hßt" . (Quid fit faciendum, a faciente difcen- 
dum) hat fchon Seneca behauptet., und die Er- 
fahrung aller Zeiten hat die Wahrheit diefer 
Behauptung beftättiget. Um, auch durch Eure 
eigene Evfahrung, Euch davon zu . überzeugen 
fo gehet einmal hiq, uud vergleichet ein Stück 
der Dogmatik , des Natur-, Staats oder Kirchen-, 
rechts,, der Semiotik oder Pathdlogie, der Me- 
t^phyük ( ode,r Mqral mit irgend, einem Stücke 
d^r Elemente, vergleichet insbefondere das,f 
was, .die Lehrer, de* nur_genaunteaWiffen£cbaf-: 
• teo 
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ten Euch für Beweife ausgeben r mit eiqem Ber 
weife des Euklide* Und. doch -wUep alle dief$ 
Leute auch Lehrter von Wiffmfchoften feyn, 
wollen alle auch auf eine wiffenfehaftliche JUej 
thode Anfprüche machen ! *) 

Laffet Euctv picht irre machen durch da* 
Vorgeben : „Eüklides habe uns zwar ein voll- 
kommenes Mufter der: mathernotifchen Methode 
aufgehellt, diefe aber.laffe fich in andern Wife 
fenfchaften nicht nachahmen." Dies iftlächer* 
lieh. Was die raathematifche Methode eigen? 
thümliches hat, .ihefteht lediglich jn den Con- 
ftruetionen ihrer GegeoftändG» worin es frey» 
lieh der Mathematik keine andere Wiffenfchaft 
nachthun kann ., wa3 Aber auph noch keinetq 
Vernünftigen eingefallen ift 4 Vor* einer andern 
zu fordern , und deren auch in de£ oben beyge? 
brachten Beftimmung de$ Wefenp der wiffen- 
fchafdichen Methode mit keinem Worte er- 
wähnt ift. Unter diefer Beftimmung alfo kann 
' - " ' .» / /■ . ,. . und 

i m i .. . ' 

• 

*) Um folcher willen , die mich nicht kennen , hemer* 
ke ich bey diefer Stelle, dafs ich weit entfernt fey, 
der Mathematik auf Koften der übrigen. Wiffenfcbaf- 
ten eine Lobrede halten, oder den Werth der \ez+ 
tern, an und für lieh betrachtet, in Vergleichungr 

mit dem der erltem herahfezen zu wollen. Jch fchä- 

* * ii . • 

ze jede nach ihrem wahren Werthe für die Menfcn-. 
heit richtig und unbefangen, und meine Abficht iftf 
hier nur darauf gerichtet ,* zu zeigen, wie weit di& 
übrigen an rr/ffenftbaf r/icher Vottkomtnenhtit noch 
hinter -der Mathematik zurück foheru , -. 



nit Vorrede. 

Hern Wifferifchaften 'ztt'm^Atfofter^liebevi -oder 
tmter diefer BefHnamung ift ffa mit der allgemei- 
nen wiffenfdhaftliclien Methdde gattz*«inecldy # 

• i i . i . • . ' ' t _ v 

Ihr Jünglinge alfo, die ihr den Vorfaz ge- 
faßt habt, irgend eine -Wiffenfchaft Eudh So 
2u eigen zu machen , dafs iie in der That ein. 
durch eigene Kraftanwendung erworbenes Ei- 
genthum, nicht blos ein aus dem Hefte Eures 
Lehrers, — döffen Geift mit dem Dafeyn von 
diefem oft ebenfowenig in einer Caufalverbki- 
dung fteht, : als der des Unwiffendften unter fei* 
nen Schülern ! — .erborgter Befiz für Euch fey, 
kommet zu allererft > her zum Euklides, und 
lernet von lhmv was 1 Wiffenfchaft, lernet voa 
Ihm , was wiffeufehaMiche Methode , lernet voa 
Ihm , was ein wiffenfcbafriicher Beweis , 'lernet 
von Ihm, was ein'e ^wiefene Wahrheit ! fey ! 
Und wenn Ihr,- nach fortgefezter ernfdicher Be« 
fchäftigung mit feinen Elementen , bey einiger 
Aufmerkfamkeit auf Euch felbft, gewahr wer- 
bet, wie Ihr da die Wahrheit überall gleichfam. 
mit Hätiden greiffen , die gegriffene fefthajten , 
ynd die feftgehaltene nöthigen könnt, Euch zu 
der verfteckten zu führen, fo.wiffet, dafs es. der 
Geift des Vaters der Geometrie ift , deffen We- 
hen Euch dann umgiebt, wiffet, dafs dies der 
Geift der Wahrheit ift, der Euch iü alle Wahr- 
heit , fo weit lie für den menfchlichen Verftand 
zugänglich ift, leiten, und Eurem Geifte Kraft 
geben wird, zu befiegen die Hinderniffe, die 
Euch bey der Erforfchung derfelben aufftoffen 

. inö- 
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mögen > der -endlich Euren ansdaurerlddnFleifs 
durch Erhähttog -Eurer Denkkraft, durch £chiUv 
fang Eure; Untexfcheidungsvermögens ^ durch 
Verfeinerung Eures Sinns für Wahrheit, ; und 
durch Ertheilung einer Fertigkeit in feiner Zer* 
gliederüng und fcharfer Beftimmung der Begrif* 
Fe, in glücklicher Verbindung mehrerer Begrif- 
fe zu neuen Sauen , in richtiger Abänderung 
der einfaehften und erften Säze in Eurer Er> 
kenntnifs von den zufammengefezteren , in ge* 
fchickter Zufattimenftellung mehrerer Säze nach 
der Stufenfolge ihrer Abhängigkeit von ein an- 
der, in Ableitung wichtiger Folgen aus fruchte 
baren Säzen, in Bildung richtiger SchlüiTe und 
bündiger Beweife, in Zufaramenfezung und 
Ueberfchauung langer Schlufsreihen , in Aus- 
fonderung der wefentlichen und zur Auflöfuna 
zureichenden JieltimraungsltucKö der Aufga- 
ben aus einer Menge, oft fehr verwickelter.; 
aufferwefentlicher Beftimmungen, in Zufam- 
menreihüng und Verknüpfung einer Kette von 
Gründen und Folgen in ein Ganzes der Etf? 
kenntnifs fo belbhnen wird^ dafs ihr den Ge* 
winn, den Ihr davon auf Euer ganzes Leben 
zu jeder andern Art von wiffenfchaftlicher Be« 
fchäftigung mitbringen werdet, nie genug wem 
det fchäzen können. 

■ * 

Sey Ihr nun begierig zu erfahren, wie 
Ihr e5 anzugreiffen habt, um von dem Studium 
des Euklides die eben erwähnten Vortheile zu 
wehen, foift mein Rath folgender: 



r\;.v T.rLefet das Buch in der ördnubg, vöm 
Anfange bis zum Ende, ohne efcwias zu übeiv 
fpringen , durch. Aber lefet nicht 7o > wie jener 
Candi^öt fler Theologie der y . Weil er einmal 
vcwfc Eiijclides und feiner Methode befondera 
von: feinen Beweifen, viel rühmliches gehört 
hattet in der löblichen Äbficht, auf feine Dog- 
jnatik, .wo er hin undt wieder Bündigkeit in den 
Beweifen vermifst haben foll, eine erfpriefsli* 
che Anwendung davon zu machen, den heroi- 
fchen Entfchlufs fafste, die Elemente innerhalb 
einer gewiffen , Zeit durchzulefen , und fich zu 
dem Ende ein tägliches Penfum von drey Bläh 
tern anfezte, die er jeden Abend vor Schlafen- 
gehen fo weglafs, wie man etwa eine Zeitung 
liefst, und wenn er damit fertig war, die Ecke 
des lezten Blatts brach uud einfchlug, um zu 
bemerken, wo er den folgenden Abend fortzu«? 
fahren hätte j fondern Ii 

II. Lefet mit folcHem Errifte und folcheu 
Aufmerkfamkeit , dafs Ihr euch nicht das Ge* 
ringfte entgehen lajfet, in der feiten Ueberzeu* 
zung, dafs hier Dicht -das Geringfte anzutreffen 
fey , wovon nicht irgend etwas des Nachfolgen- 
den fo abhängig wäre, dafs es, ohne jenes vor- 
auszufezea, nicht richtig verftanden, oder be* 
werkftelliget werden könne. 

III. Unterfcheidet dabey forgfältig die ver- 
fchiedenen Xheile > woraus ein jeder Saz be- 
fteht, und die theiJs durch die verfchiedeue 
Schrift , theils durch die bey alleo auf einerley 
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Alt gebiraqchlfeni Forhi ein ; eifßfr *tc. fo foftaupr, 
teteMifc. Mtforlach iß etc. leicht . von einapdafc 
ztf unterfcheiden find.. r 

t f i * ' 1 < • « • ' - - irt 1 < I • i . i ■ . • . . ; , 

IV. Lefet aber nicht blos , fondern dq&Q^ 
denket auch dasGelefene fo lange, bis Ihr nicht 
vftxx j erden einseiften Saz richtig gefafst habt, 
fcaderu auqh , was die Hauptfache ift, der* Zqfj 
femmenhang deffelben mit allen feinen Qlftn- 
<}sa, fo wie er in dem Beweife dargelegt wird,, 
deutlich uqd vftllft&ndig einfehet. 

V. Um Euchi davon zu verfichern , fo ver-f 
fachet $s, nach verfchlollenem Buch, den Be- 
weis auf de,m. Papiere oder der Tafel, nachdem, 
Ihr vorher $ie Figur 1 darauf gezeichnet habt* 

«u wiederholet). ; Kennet' Ihr ihn fo durchfuhr 
ren, fo feyd. Vhr, »ua ärft Eurer Sache gewifo 
Bleibet Ihr a-ber daria fteckem, . fo verfuch^ 
erft, ob Ihr nicht etwa durch eigenes Nachdem? 
ken, die Lücke, die Euch aufhält, auszufüllen 
vermöget. Gelingt Euch dies, fo ift es defto 
beffer, wo aber nicht, fo ziehet Euer Buch wie- 
der zu Rathe , [erwäget noch einmal genau , .was 
im Saze ausgefagt, oder verlangt wird, zerle- 
get alsdanp die ganze Schlufskette des Beweifes 
in ihre Glieder,' die einzelnen Schlüffe, unter- 
fuchet forgPältig , welche Theile derfelben jeder 
von den früher vorgetragenen Säzen , auf wel- 
che Ihr dabey verwiefen werdet, begründe, was 
für ein Moment alfo jeder derfelben in dem gan- 
zen Beweife habe, und worin diefes Moment 
liege. Und wenn Ihr damit zu Ende feyd, fo 
n?l durch- 



xii Vbrrede. 
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durchlaufet noch einmal fchnell die ganze Oe* 
dankenfolge des Be weifes ; alsdann fchlieffet 
Euer Buch und wiederholet l . Euren Verfuch, 

der Euch nun nicht leicht mehr fehlfchlagen 

^ — .... • > " 

« ' VI. Bey diefen Wiederholungen wird Euch 
der Gehrauch der Zeichen, deren die neuerer* 
Mathematiker zur kurzen Darftellung ihrer* 
Schlüffe fich bedienen , und die ich zu diefenr 
Behufe in einfr Tafel gebracht und diefer Vor* 1 
rede angehängt habe, eine beträchtliche Er- 
leichterung verfchaffen. Denn diefe gewähren , 
auffer dem Vortheile der Kürze, auch dadurch • 
eine defto leichtere» Ueberficht des Ganzen < 
dafs fie die einzelnen Ruheplaze fo viel deutli- 
cher ins Auge fallen laffen. Um ein Beyfpiel 
davon zu geben , feze ich die Darftellung des 
Beweifes vom neunten Saze im zweyten Buche 

diefer Zeichen hieher. 
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AD + DB = 2>i AC + 2XCD1 

-Beweis. 

I. ÄCzr CE (n. d. Conftr.) , folglich , 5. S.) 
; EACrAEC. 

r Aber A C E = R (n. d. Conftr.) (folglich 1 , 32. S.) 
E A C -f A E C = R und mithin 

fowohlEACI , . ! 

i APPf^fR» Ehenfo auch 
als AECj * 
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fowohlCEBl 

als CBEr = * R > fol slich 



t 



AEC-J-CEBl 
AEB j 

II. ECB=R (n. d. Conftr.) 

EGFsrECB (i , 29. S.) folglich 

i, , , 1 , - — 

EGF=R, und mithin (1 , 32. S.) 
GEF-fEFG=R 

Aher GE F (einerley mit CEB)=|R(No.I.) 
, , folglich auch 

•EFGsriR. Demnach 
*' GEF=EFG, und mithin (1, 6.S.) 
EGsrFG 

III. E C B = R (n. d. Conftr.) , folglich (1 29. S.) 
FDB=R, und mithin (1, 32. S.) 

DBF + BFD=R. 
Aber DBF (einerley mitCBE) = IR (No. I.) 

. folglich auch 

m , Ii 

BFDrsfR. Demnach 
D BF=BFD, und mithin (1 , 6. S.) 
DF=DB 

1 

IV. A C=CE (n. d. Conftr.) folglich auch 

x a 

ACzzzCE, und mithia 

— a — 2 — a 

AC + CE=2XAC. 
AWAC + CE a = A"E 2 (i , 47. S.) folglich auch 



AE 2 =2X AC. 



V. 
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V. EG=GF (No. Ii.) folglich auch' V . 

EG =GF; und mithin . „. . .. . 

Elf+GT£=2><GF 
Aber£^+GF*==EF*(i, 47- S.) folglich auch 

1- , r- 

j — -2 » 

EF = 2XGF 
Aber G F = C D , (i , 34. S.) folglich auch 

GT = CD*, und mithin _ 4 _ 

r - — = ? — : * * 



EF=2XCD. 

So weit die Vorbereitungen! Werden nun 
diefe einzeln erwiefenen Hülfsfäze gefchickt mit 
einander verbunden, upd taugliche Subftitutio- 
nen am gehörigen Orte angebracht, fo kommt 
man vollends fchnell auf den zu beweifenden 
Saz wie folgt: 4 ' ' 



— 2 



AE=2*AC (No. IV.) 
EF *='a X CD*(No. V.) folglich 



■ 



AE *-f E~F = 2 X AC + 2 X CD 
AberÄE a +EF=A^ (i, 47. S.) folglich 

ÄF = 2 X ÄC -+ 2 ><! C D 

Aber ÄF = AD + DF (r , 47. S.) folglich 

AD* + DF= 2 AC + 2 X CD* 
Aber D F= D B (No. III.) folglich 

Dif;=D"ß"und mithin '. • 

a m 

A D +ID B* = 2 X • A C -f 2 X C D , w. z. e. \y. 



VII. 
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> VII. « Aber Telbft dann wenn Ihr die Beweis 
fe der Säze vertoittelft der iiben, Lefchriebenea 
Abkürzungea ohne Anftofs wiederholen könnet f 
könnte doch Euer Gedächtnifs, wenn dies fehr 
treu und glüriklich wäre, zu viel Antheil daran 
haben. Und dies darf nicht feyn. Es darf kein 
Saz mit feinem Beweife eher ein Depofitüm Eu- 
res Gedächjtniffes werden , als ihr ihn füi* einr 
Product Eures Verftandes erkannt habt. Denn 
Ihr fallt hie^ nicht ein Syftem Euch hiftorifcb 
bekannt machen-, _deih vielleicht ein Paar Du* 
?ende «anderer ganz oder zum Theil entgegen- 
gefezt find, wie Ihr etwa in der Gefchichte der 
Philofophie oder in der Kirchengefchichte thut, 
fondern Ihr follt Euch das eine, nothwendige 
und unwandelbare Syftem des menfchlicheri 
Verftandes über diefen Gegenftand fo zu eigen 
machen, dafs Ihr es, im gauzen Umfange des 
Worts , als ein durch Eure Kraft erzeugtes Gei- 
fteseigenthum betrachten könnet. Dazu aber 
wird fchlechterdiflgs erfordert, dafs Ihr aus Eu- 
rem Buche blofs die Materialien zu dem Syfte- 
me und die Art der Zufammenfezung entlehnet, 
diefe Zufammenfezung aber alsdann' felbft be- 
werkftelliget. Hieraus folgt allb, dafs Ihr die 
Beweife aus ihren Gründen , nicht aus dem Ge~ 
dächtniffe, müffet wiederholen können« Dafs 
Ihr aber dies könnet, davon werdet Ihr nur 
dann Gewifsheit haben , wenn Euch jene Grün- 
de unabhängig von den Gefezen , denen diefes 
Seelen vermögen unterworfen ift, zu Gebote fte- 
hen. Zu dem Ende müffet Ihr lie alfo öfter, 
nach längeren Zwifchenzeiten , in anderer Ord- 

nung 



Digitized by Google 



xvi V o r r e d e» - 

riung und Verbindung wiederholen , und, was 
noch belfer ift, felbft andere Be weife zu finden 
verfuchen: t> • 

VIII. Was die Aufgaben insbefondere be* 
trift, . fo werdet Ihr Euch auffeüdem in Auflö- 
fong derfelben fleifsig üben muffen, und Ihr 
werdet wohl thun, lie auch auf manche rley Art 
abzuändern. Ebenfo wird es auch eine nüzli- 
che Uebung feyn , bey den Wiederholungen der 
Lehrfaze und ihrer Beweife in den dazu gehörir 
gen Figuren nach und nach alles abzuändern) 
was an ihnen willkührlich ift. 

Auf folche Art, hoffe ich, werdet Ihr ohne 
fremde Hülfe mit dem gröfsten Theile der Ele- 
mente, in eine fehr vertraute Bekanntfchaft 
kommen können. Ich fage mit dem gröfsten 
Theile , weil etwa das fünfte Buch , und was von 
den folgenden auf diefein beruhet, eine Aus- 
nahme davon leiden möchte. Was Euch aber 
in diefem oder den übrigen Büchern von Dun« 
kelheiten , oder Schwierigkeiten zurückbleiben 
mag, das verfpreche ich in einem vollft'ändigen 
Commentare aufzuhellen und zu heben, den 
ich, fo bald meine Amt§gefchäfte, und meine 
übrigen, theils angefangenen, theils verfpro- 
chenen , Nebenarbeiten es erlauben werden , 
nachzuliefern gedenke. Uebrigens machen die 
hier überfezten Bücher zufammen ein Ganzes 
ßus , das von den andern völlig unabhängig ift. 

H. An 
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. Df. An die Schul- und Privatlehrer* 
» 

Dieferi kann ich zwar die Elemente, aus den 
im erften Abfchüitte ausführlich beygebrachtea 
Gründen, als das vorzüglichste Lehrbuch em- 
pfehlen ; aber ich mufs fie bitten , fich erft felbft 
recht- vertraut mit dem Euklides zu machen > 
ehe fie andere bey ihm einführen wollen, und 
ich mufs fie befchworen, andern durchaus 
nichts vorzutragen , was fie nicht felbft vollkom- 
men verftehen. Denn der Schaden , den fie 
dadurch ftiften können , ift unüberfehbar grofs. 
Wenn fie aber jene Bedingungen erfüllt haben , 
lind bey m Vortrage der Geometrie nach den 
Elementen fo zu Werke gehen wollen, dafs fie 
ihren Schülern jeden Saz erft deutlich vorfagen* 
alsdann durch die Figur an der Tafel erläutern, 
dabey die Bedingung von der Ausfage genau 
üDterfcheiden, hierauf den Beweis fo führen, 
dafs fie ihn zwar in Worten herfagen, aber im 
den allgemeinen Zeichen anfehreiben , endlich 
den Saz wiederholen, dann aber alles auslöfchen, 
nnd nun durch einen ihrer Schüler , bald diefen, 
bald jenen, wiederholen laffen , wo diefer etwa 
ftecken bleiben follte, nachhelfen, und nichc 
eher weiter gehen, als bis 'alles richtig gefafst 
und durchgeführt ift, fo kann ich ihnen für den 
Erfolg bürgen. Privatlehrern wird difefes Ver- 
fahren durch die geringere Anzahl ihrer Zög- 
linge um foviel leichter. Freylich wird es da- 
bey, befonderä im Anfange , etwas langfam ge- 
heo. Aber die Langfamkeit der erften Fort- 
fchritte wird durch die Leichtigkeit und Sicher- 

t> heit 
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heit des ganzen folgenden Ganges mehr, als 
blofs erfezt. „In principiis diu haerendum"! 
ift ein Grundgefez bey allem Studiren, da^ man 
nie ungeftraft übertreten kann. Die erflen 
Grunde lind überall das fchwerfte. Diefe für 
leicht zu nehmen, und, aus Begierde, fchnel- 
ler vorwärts zu kommen , darüber 'flüchtig hin- 
wegzueilen, ift eine, zwar gewöhnliche, aber 
höchft nachtheilige Täufchung,,die fich allemal 
dadurch beftraft; dafs man fleh bald genöthi- 
get lieht, wieder auf die erften Gründe zurück- 
zugehen, um lieh darinn zu örientireq, und, 
dies beym weitern Verfolge faft eben fo oft wie- 
derholen mufs , als fie auf eine neue Art com- 
binirt werden follen, um zu einem neuen Re- 
fultate zu führen. Daraus entspringt dann bey 
den raeiften eine oder die andere der beyden 
verderblichen Folgen, entweder, dafs ihnen 
durch das öftere Wiederkäuen der nämlichen 
Sache die Wiffenfchaft verleidet wird , oder, 
dafs fie die Hoffnung ganz aufgeben, mit einer 
Wiffenfchaft jemals vertraut zu werden, von 
welcher fie durch alle ihre Bemühungen keine 
zufammenhaogende Keuntuifs erlangen, und 
in welcher fie, ohne Anftofs, keinen Schritt 

vorwärts machen können* , ... 

- * 

• - 4 

Noch mufs ich diefe Klaffe meiner Lefer 
vor einem Wahne gewiffer Leute, die fich Pä^ 
dagogen nennen , aber freylich fchon dadurch 
einen ziemlich fiebern Maafsftab zur Beurthei- 
lung des Werths ihrer ganzep Pädagogik her- 
geben, warneu, vor jjem. Wahne nämlich, als 

wä* 
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wären junge Leute unter fechzehn Jahren zur 
Geometrie noch nicht reif. Es würde mir leicht 
feyn, die Nichtigkeit diefes Wahns unwider- 
fprechlich darzuthun. Da mich aber diefes hier 
etwas zu weit führen würde, und da ich die ge- 
gründete Hoffnung habe, dafs, zum Glücke, 
für die Wiffenfchaften, die Anzahl diefer Leute 
eben nicht grofs fey, fo begnüge ich mich da- 
mit, mich diesfalls auf meine eigene Erfahruog 
zu berufen , die mich berechtigt zu verfichern, 
dafs ich ehedem felbft jungen Leuten von zehn 
bis zwölf Jahren die Geometrie nach dem Eu- 
fclides mit dem heften Erfoige vorgetragen 
habe. 

t ■ 

•» • t 

III. An die Freunde und Verehrer der 

Alten* 

* ■ 

Diefe brauche ich wohl nicht erft mit yie« 
len Worten auf den Werth eines Buchs auf- 
merkfam zu machen , däs lieh feit mehr als 
2weytaufend Jahren in dem Range eines Lehr* 
buchs für die FFelt behauptet hat , und diefea 
auch fo lange nicht verlieren wird, als noch 
Völker vorhanden feyn werden, bey welchen 
gründliche Kenntniffe etwas gelten. Es genügt 
mir alfo ihnen zu fagen, dafs ich ihnen hier 
von diefem einzigen Buche eine faft durchge- 
bends buchfliiblich getreue Ueberfezung gebe, 
die ihnen in jeder andern Hinficht, die der 
Sprache ausgenommen, die Stelle des Originals 
vertreten kann. 

v ] h % Sie 
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Sie werden ohne Zweifel mit mir darübfer 
einig feyn, dafs man nur aus einer folchen.Ue* 
berfezung den Geift d.es Originals vollftändig 
kennen und beui'theilqn lernen könne, und 
defswegen mein Unternehmen , auch nur in 
Rücklicht auf ihre Zwecke betrachtet, nich£ 
für unnüz halten. ,\ , . : . 




r . IV« sAii die Kiiriftrichter. 



i . < » * I » • 1 " l * 

Diefe hoffe ich zu befriedigen , wenn ich 
ihnen folgende Fragen beantworte: 

1) Warum ich überhaupt die Elemente 
aufs Neue überfezt hab£? 

2) Wie ich dabey im Ganzen zu Werke ge- 
gangen Tey? V • • ! ; 

3) Warum ich fo verfahren fey? 

4) Was für eine Ausgabe des griechifchen 
Texts ich dabey zum Grunde gelegt? 

5) Was für andere ich damit verglichen? 

' ' > * NJ | • ». .•'">!> . ■ l 

6) Welche Ueberfezungen ich dabey zu 
Rathe gezogen? . .* 

>:•' m" - * •■ • ■ < * 

7) Was iür ; Abänderungen ich mir erlaubt 
habe? ^ ..*■«" 0 ... 

8) 
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8) Warum ich nur diefe Bücher und nicht 
auch die übrigen überfezt liefere ? 



9) Was ich in dem Commentare zü gebea 
gedenke? 

10) Warum ich nicht wenigftens die Haupt- 
fache davon gleich in den Text diefer Ueberfe- 
zung 1 aufgenommen habe? 

Bey der Beantwortung diefer Fragen folge 
ich der Ordnung, in welcher lie hier ftehen* 

Was mich überhaupt zu dem Entfchluffe, 
die Elemente aufs neue zaüberfezen, beftimm- 
te, war cter Mangel an einer Ueberfezung, von 
der man fagen könnte, dafs fie in jeder Hin- 
ficht, die der Sprache ausgenommen , das Ori- 
ginal, als ein ganz gleicbgiltiges Surrogat erfe- 
zen könne. Dafs die beften der gewöhnlichen 
Handausgaben , namentlich, die Barmiinnifche 
und LorenzifcJiey diefe Eigenschaft nicht haben* 
wird zwar fchon aus einer flüchtigen- Verglei- 
chung klar; foll aber in dem Folgenden um- 
ftandlicher gezeigt werden. Eben diefer Um- 
ftand beftimmte dann auch zugleich den Weg* 
den ich bey meiner Arbeit im Ganzen einzu> 
fchlagfen hatte, er beftimmte mich nämlich, ge- 
rade eine folche y d. h. eine faft durchgehen ds 
luehß Üblich getreue Ueberfezung des griechi* 
fchen Texts zu liefern , wobey ich eben fo , wie 
diefer, alle Säze und ihre Verbindungen bloß 
durch Worte , ohne irgend ein anderes Zeichen 

zur 
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zur Abkürzung zu gebrauchen, . ausdrückte. 
Warum ich aber eine folche Ueberfezung für 
nöthig hielt, davoo liegt der Grund in einer 
Bemerkung, die ich lehr oft zu machen Gele- 
genheit hatte , dafs nämlich bey jungen Leuten, 
auch von vorzüglichen Fähigkeiten, die lieh 
über Dunkelheit und Unbrauchbarkeit der Bär- 
,männifchen oder Lorenzifchen Ausgabe der Ele- 
mente, un'd namentlich über Unverftändlich- 
keit diefes oder jenes Beweifes in denfelben, 
beklagten, alle Dunkelheit verfchwand, und 
einer vollkommenen Evidenz den Flaz einräume 
te , fobald ich ihnen den unverftändlichen Be- 
weis , fo , wie er im griechischen Texte Geh fin- 
det, ausführlich mit Worten darlegte. Die 
Gründe diefer Erfcheinung liegen zu nahe, als 
dafs man lie verfehlen könnte. Die meiftea 
Wiffenfchaften weifs man jezt fo leicht vorzu- 
tragen, däfs junge Leute } auch von mittelmä* 
ßgert Fähigkeiten, jede Zeile, fo wie fie fie ge- 
lefen haben, auch ziemlich verftehen, d. h. 
lieh vorftellein , w^s die Worte fagen wollen, 
oder weuigftens Etwas bey den Worten denken 
können; daran werden fie alfo gewöhnt — bey 
einigen werden fie jezt^ leider l auf eine noch 
unglücklichere Weife daran gewöhnt, von al- 
lem, was fie lefen, Nichts zu verftehen, — - 
bey jedem Saze nach, einem Grunde zu fragen, 
daran werden fie in der Regel fonft nirgends 
gewöhnt. DiefeDispofition bringen fie alfo 
auch zur Geometrie mit, womit fie gewöhnlich 
xriohlt, wie fie Tollten, den Anfang macheto. Sie 
lefen alfo auch hier Zeile für Zeile, und das 

um 
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tim defto flüchtiger, je fchneller die durch all« 
gemeine Zeichen ausgedrückten Säze fich lefea 
Jaffen, und glauben alles zu verftehen , wenn 
fie die Glieder eines jeden Sazes fo mit einan- 
der verbinden, wie die Bedeutung der Zeichen 
es fordert, ohne fich um die Berufungen zu be- 
kümmern , die neben den Säzen in Parenthefen 
ftehen. Da nun diefe Berufungen den Grund 
von der Verbindung des Subjects und Prädicats 
im Saze angeben , fo können lie von der Not- 
wendigkeit diefer Verbindung bey keinem der 
einzelnen Säze ein deutliches Bewufstfeyn ha- 
ben , es kann alfo auch keiner derselben in ih- 
rem Gedächtniffe haften. Wenn nun gegen das 
Ende des Beweifes zu mehrere Gröffen, deren 
Gleichheit im vorigen erwiefen worden , mit ein- 
ander verwechfelt, und auf mancherley Art 
verhufcden werden 3 fo kommen fie zulezt auf 
einmal zu einem Refultate, das wie ein Zauber- 
bild vor ihnen fteht, und von dem fie nicht ein* 
fehen, von wannen es komme, oder wie es mit 
den Prämiffen züfammenhapge, und durch fie. 
begründet werde. Der Saz bleibt ihnen alfo, 
wiefern er ein erwiefener Saz feyA foll, uo.ver* 
ftändlich. Gegen diefen Fehler der Flüchtig- 
keit und Eilfertigkeit, der fich bey den beftea 
Köpfen am haufigften findet, giebt es nun kein 
befferes Verwahnmgsmittel, als die Langsam- 
keit des Gangs > die von Euklids Art, alle feine 
Schlüffe, der ganzen Länge nach, ohne irgend 
ein Zeichen der Abkürzung, blofs mit Worten 
auszudrücken, und auf die früher vorgetragen 
nen Säze , fo oft fie bey einem Beweifa als Prä- 

mif- 
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mitten gebraucht werden , durch ausdrückliche 
«Wiederholung derfelben lieh zu berufen, eine 
nothwendige Folge ift. Auf diefem Wege kann 
auch der Fliichtigfte nur mit Tf^eile eilen , und 
dadurch wird er genöthiget, das Gegenwärtige 
mit den genauen Beftirnmungen , die die Worte 
ausdrüptan, lieh vorzuftellen , und des Vergan* 
genen, fo weit es jedesmal nothig ift , lieh deut- 
lich zu erinnern. Und fo wird er nirgends über 
Dunkelheit, nirgends über Mangel an Zufam« 
menhange klagen können, fondern die Verknü- 
pfung aller Glieder der ganzen Schlufskette ei- 
nes Beweifes vom erften bis auf das lezte wird 
klar vor feinen Augen liegen, fo klar, als ob 
er alles , was darin enthalten ift , mit Händen 
gegriffen hätte. Hat er es aber einmal fo weit 
gebracht, hat er lieh einmal auf diefem länge- 
ren und mühfameren Wege durch einen* verwi- 
ckelten Beweis durchgearbeitet, fo mufs es ihm 
das 91 öfste Vergnügen feyn , folchen vermittelft 
der allgemeinen Zeichen lieh ins Kurze zufam- 
menzuziehen , und fo noch einmal zu durchlau- 
fen. Wie mufs er lieh nicht freuen , einen Saz 
wie z. B. der I2te oder i3te des zweyteu Buchs, 
der in feinem Texte acht volle Zeilen einnimmt, 
durch eine einzige Zeile: 

(BteAt+AC+2><AC><AD, oder 

A~C s AB + B"C + 2XBCxB D) ausdrü- 
cken zu können! In diefer Form kann er nun 
Saz und Beweis gewiffermaffen As feine eigenß 
Erfindung betrachten, und dadurch lieht er 
feinen Fleifs belohnt, und wird zu weiteren 

Fort- 
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Fortfchrittön ermuntert* Und fo wird dieftff 
Gang nicht minder nüzlich für ihn werden, al* 
er ihm angenehm feyn mufs. Auf dem umge- 
kehrten Wege verhält fich alles ganz anders* 
Er wird viel öfter die Figur mit feinen Buchfta». 
ben und Zeichen vergleichen , viel öfter nach 
dem zurückgelegten Theile des, Wegs fich um- 
fehen , viel öfter fich aufs neue orientiren müfr 
fen, und doch nie eine gleiche Evidenz errei- 
chen. Auch wird er , wenn er einmal den kür- 
zeren Weg , den er auf folche Art , eben nicht 
lehr reizend finden konnte, durchlaufen hat, 
nicht leicht geneigt feyn, jezt erft den längeren, 
dem Scheine nach noch beschwerlicheren , ein* 
lufchlagen. 

Wie aber diefer langfamere Gang, für die 
Flüchtigkeit des fähigen Kopfs einen wohlthäti- 
gen Zaum abgiebt , fo wirkt er auf die Trägheit 
des minder fähigen als ein reizender Sporn. 
Diefer wird nämlich durch die diefem Gange 
eigentümliche Feftigkeit und Sicherheit, durch 
die im Ganzen deffelberi fo fichtbar herrfebende 
Analogie am Leitfaden der fyfteraatifchen Ein- 
heit, Anfangs faft ohne fein Mitwirken, eia 
Stück weit fo fortgezogen, dafs er beym Zu- 
rückblicken, wenn er nicht eigentlich dumm 
und völlig unfähig ift, das, was er fchon gethan* 
hat, mit Verwunderung über den glücklichen 
Fortgang betrachten , und fich felbft in "der Stil- 
le geftehen mufs, dafs er fich das nicht zuge- 
trauet hätte. Dadurch aber mufs fein Muth be- 
lebt, und fein Selbftvertrauen angefacht wer.. 

den, 
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den , dafs er lieh nun züfammenmmmt, und 
den feften Entfchlufs fafst , auf einem To fi- 
ebern , fo geebneten Wege weiter vorwärts zu 
dringen, dann aber auch alle feine Kräfte auf- 
bietet, um an der Ausführung diefes Entfchlüf- 
fes mit beharrlichem Fleiffe zu arbeiten. Auf 
dem urngekehrten Wege verhält lieh auch hier 
alles umgekehrt. Der Träge und Unfähige 
wird gleich auf der erften Strecke den ihm auf* 
ftoffenden Schwierigkeiten erliegen , und Muth 
und Hoffnung, hier jemals etwas namhaftes 
auszurichten , gaüz und auf immer aufgeben. 
Aus diefen Gründen ift alfo der Gang , den Eu* 
klides felbft genommen hat, im DurChfchnitte 
für alle der angemeffenfte. 

* r 

m 

Noch ein Grund , warum ich diefe Art des 
Vortrags der abgekürzten Darftellung vermit» 
telft der Zeichen vorgezogen habe, ift der, weil 
ich, wie gleich zu Anfange des erften Abfchnitts 
bemerkt worden ift, die Elemente in einen wei- 
tern Wirkungskreis verlezt, nicht blofs für an» 
gehende Mathematiker beftimmt, fondern als 
die wahre WiJJenfchaftslehre , d. h. als das ein- 
zige allgemeine Vorbereitungsmittel auf jede 
Art wiffenfehaftiieher Befchäftigung angefehen 
und gebraucht wiffen mochte. Diefe Abficht 
aber ftehet bey der abgekürzten Darftellung 
durch die allgemeinen Zeichen nicht zu errei- 
eben. Denn in diefer Form wird das Buch von 
jedem Nicht-Mathematiker , als etwas blofs für 
den Mathematiker gehöriges, blofs diefen interef- 
firendes , mit Gleich giltigkeit angefehen , wird 

nie 
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nfe ein Gegenft^öd feiner Aüta«*k£amkeit wer* 
den , und das unter dem fcheanbaren Vorwande, 
als ob dem Buche fchon durch feine Form die 
beftimmten Grämen feines Wirkungsraumes ia 
fo fern abgefteckt wären , wie fern Beweife voa 
diefer Form , wegen der Verfchiedenheit der Ger 
geoftande, in keiner andern Wiffenfchaft ficl| 
nachahmen oder anwenden lieffen. Der ange- 
bende Rechts gelehrte z. B. könnte mit einigem 
Scheine fagen : „Was helfen mir dergleichen 
Demonftrationen für meine Praxis, da die De* 
ductionen, die man von mir verlaagt, durch- 
aus nichts mit ihnen gemein haben? " Dies 
fällt bey diefer Art des Vortrags weg. Denn ich 
kann ihm antworten: „allerdings werden iie 
dir viel helfen , denn deine Deductionen müf- 
fen, wenn iie etwas taugen follen, ganz die 
Form diefer Demonftrationen haben, müffen, 
wie diefe , aus Beyfall erzwingenden Schlüffen 
beftehen, die, wenn nicht aus unbeftreitbaren , 
doch ans unumftftlslichen Gründen gezogen find. 
Mag dann immerhin der Unterschied zwifchen 
beyden bleiben , dafs , während die längfte De- 
xnooftration in den Elementen fechs Seiten ein- 
nimmt, die kürzefte Deduction vielleicht ia 
eben fo vielen Bogen enthalten ift; da er ja 
doch , wenigftens für den Pradticanten , feinen 
Nuzen hat." 

■ 

Und fo , glaube ich , wäre inein Verfahren 
im Ganzen gerechtfertiget. 

«»feto** 

Die Ausgabe die ich bey meiner Ueber- 

fe- 
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fezung zum Grande legte, ift, wie man mit 
Hechte erwarten kann , die G r eg o ryfc he: 
ETKAEIAOT TA inzOMENA. Euclidis quae fu- 
perfunt omnia y exrecenfione Dav. Gregorii etc. 
Oxoniae 1703. fol. Damit habe ich verglichen 
die Bafeler Ausgabe: etkaeiaot stoixelqn 

BIBA. IE. EK TX1N ©EONOS ZTNOTZEIßN. TH 

Adjecta praefatiuncula , in qua de difciplinis 
mathematicis non nihil. Baßleae apud Jo. Her- 
vagium. 1533. fol. 

Von den vielen Ueberfezungen, die ich 
vor mir hatte , find die vorzüglichften ; 

• • ■ 

a) lateinische : 
die von Clavius, Rom 1589. 2 Bde. 8- 
die von Barröw, London 1685. I2 * 
die von Bär mann, Leipzig 1743. 8. 

b) franzöfifche : 
die von Dechales, Paris 1683« 8* 
die von Rohault, a la Haye 1690. 8« 

die von Ozanam, Paris 1693. 8* 

• • , 1 « 

c) teutfche: 
die von Herrn Lorenz. Halle 178 1. gr. 8- 

Abänderungen habe ich, Druckfehler und an- 
dere Kleinigkeiten abgerechnet, mir keine er- 
laubt, auffer der einzigeo , dafs ich den erften 
Saz des zehnten Buchs dem zweyten Saze des 
zwölften, böynd^ßen Beweife er zum erftenmale 

ge- 
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gebaucht wird i - als einen: tehnfaz angehängt 
habfe , weil ich ihm fonft keirie fchlcklicbere 
Stelle anzuweisen wußte., v Dies ift zwar in fo 
fetfn «eine Abweichung von deir Gewohnheit des 
Euklidcfc, :.a&.;der, erwähnte Sa* in der Folge 
auch noch hey andern Bewfcifen gebraucht wird» 
was fonft bey: den Lehnfäzen nicht der Fall ift* 
indeffea glaube ich doch fie verantworte» zu 
können;. ^ • . 3 :.. \.J V ^ 

Dafs ich nur die erften fechs Bucher fammt 
dem eilften und zwölften y mit Aüflfchlieffuäg der 
übrigen , wberfiat habe , gefchah aus keiner an- 
dern Ujdacbe, als , weil ich ver fiebert bin, jiafs 
die übrigen falt. niemand mehr liefst, und eine 
neue üebetfes&ung: ihnen nicht rmehr er e L*felt 
verfchaffeh <würde, weil fie , wpgen der!u*4Ufe 
fem Theiie ganz^veränderten, öeftalt der. n$n*> 
ren Mathematik, für den gröfsten Theil der 
Studirenden wirtlich entbejirlk^i ünd , dite we- 
nigen aber , deren Beruf es fordert , fie auch 
zu kennen , fie entweder in den bereits vorhan- 
denen Ueberfezungen , oder in dem griechifchen 
Texte felbft lefen können. 

Die wichtigften Gegenftände des oben ver- 
fprocheneji Commentars werden folgende feyn : 
zuerft eine allgemeine Einleitung in das Syftem 
des Euklides , mit ausführlicher Erläuterung 
feiner Methode, dann Berichtigungen des Tex- 
tes, Ergänzungen , die in der Folge vorausge- 
fezt werden, Erläuterungen, Analyfen verwi- 
ckelter Beweife, Einfchaltungen von Säzen , die 

? in> 
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im Syfteme des Euklides nicht gerade nöthigi 
aber doch für fich merkwürdig find, weil fie 
.entweder zur Vervollftändigung von Euklids 
Unterfuchungen beytragen, oder fönft ia Be* 
ziehung auf Theorie oder Anwendung der Geo- 
metrie fruchtbar find , Beyfpiele von wichtigen 
Anwendungen der raerkwürdigften Säze, prak* 
tifche AuflöfuDgen der Aufgaben, und endlich 
Ergänzungen des Euklidifchen Syftems aus dea 

Entdeckungen der fpäteren Geometer. 

< , - > • _ . < , ^ ... 

Dafs ich nicht die Ausführung wenigften9 
der wichtigften diefer Gegen ft an de gleich in den 
T«xt diefer lieber fezung eingerückt habe , ge> 
fchahe defswegen , weil es in der Vollftändig«* 
keit, die ich 'mir dabey vorgefezt hatte , fich 
rächt thun liefs, ohne das Büch mehr zu ver* 
gröfsern , als a«£ andern Gründen räthlich war. 

• Marburg, deh 8ten März 1797. 
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In der zweyten Ausgabe diefer Ueberfezung 
find , wie jeder , der fich die Mühe nehmen will, 
fie mit der. erften zu vergleichen, bald findea 
wird, überall, wo es nöthig fehlen, kleine Be- 
richtigungen uj*(l Verbrfferungen an gebrach 
worden, 

Unte* den Ueberfezupgen-, die' ich aufs er 
den , in der Vorrede zur erften Ausgabe genann- 
ten , feitdsifl noch verglichen habe , lind die 
vorzüglichften 

1) die lateihifche von Robert S imfo n. 
Glasgow 1756. 4. 

2) die franzöfifche von König, ä la Haye - 
*758- 4» 

Unter den vorzüglichften , bey der erftea 
Ausgabe fchon verglichenen,, ift damals aus 
Verfehen anzuführen vprgeffen worden die /a- 
teinifche von TacqueU Rom 1745. 8. (mit dea 
Anhängen 2 Bde.). 

Was den Anbang betrifft, womit diefe Aus- 
gäbe ift vermehrt worden , fo habe ich mich 
bemühet, in demfelben eine Theorie der Paral- 
lelen zu geben , die nicht nur dea ftrengftea 

For- 
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Forderungen der geometrifchen Merode völlig 
Genüge leiftete fondern auch zugleich von dem 
Vorwurfe frey wäre, den man einer früheren, 
im erften Bande meines mathematifchen Lehr* 
begriffs (*) vorgetragenen , Panallelentheorie 
hin und wieder gemacht hat,' ddfs fite nämlich 
den .jdnf imkern zu Jchwßr (ey. , . 
, Ein einfacheres Element , um diefe Theorie 
daraus abzuleiten, konnte unmöglich gefunden 
werden , als dasjenige, von welchem Euklid bey 
feinem' ganzen Syfteme ausgegangen ift, näm- 
lich das gleichzeitige Brey eck. - 

Dafs in einigen Beweifen etwas lange 
Schlufsreihen vorkommen , ift eben fo wenig 
meine 1 Schuld, als es* von mir^bhäagt, Jeman- 
den, der eine gründliche und vollftändige Be* 
lehrung Tii cht ^ der Mühe zu überheben, diefe 
felbft durchzuführen. ■ 

J:.: .Was durch die Art der Darftellunff zur Er- 
leichterung der Ueberficht des Ganzen beyge* 
trager^werden konnte, das glaube ich gelfeiftet 
zu haben. ^ 

IWenn daher meine Lefer nur die zwey For- 
derungen erfüllen , die ich gewöhnlich an meine 
Zuhörer bey dem Anfange des mathematifchen 
Unterrichts zu machen pflege, dafs fie nämlich 
j) denken können , und 2) denken wollen , fo 
kann: ich ihnen gewifs verfprechen , ' dafs fie 
hier keinen erheblichen Anftand finden werden. 

Ein änderer Vorzug , den ich diefer neuen. 

< 

« Frankfurth am Mayn i8o5. 8. • 

' * s ■ . ■ 

■ 

, * Digitized by Google 



Vorrede. 



xxxi tz 



Parallelentheorie vor jener früheren zu geben 
bemühet war, beiteht darin, dafs ich in der er- 
ften dis euklidifche Definition der parallelen 
mit einer andern , der Sache, nach meiner Ue- 
berzeugung , viel angemefleneren , vertäu fcht 
habe. Buklids Definition der Parallelen wollte 
mir, aufrichtig zu geliehen , nie recht gefallen. 
Das von ihm aufgeftelite Merkmal des Paralle- 
lismus zweyer Linien ; „ Nichtzufammentreffen 
»auch bey einer ins Unendliche fortgefezten 
n Verlängerung derfelben nach bey den Seiten" , 
Ichien mir immer in die Klaffe der Vorstellun- 
gen zu gehören, von welchen (PAleitibert Tagt: 
Quelles nou* laiffent tousjours dans Pesprit queU 
„</ues nuages für lee propoßiione ddmontre'es" 
Solche Vor ftellungen können zwar in Refultateo, 
die aus andern einfacheren und deutlicheren 
Säzen hervorgegangen find, bisweilen zja einer 
vollftändigen Evidenz gebracht werden, aber 
zu Principien der Wiflenfchaften taugen £p 
fchlechterdiqgs nicht. 

Wie weit das von mir gewählte Merkmal 
des Parallelismus die Forderungen des Syfterop 
zu erfüllen gefchickt fey , mufs ich der Beur- 
theilung Anderer iiberlaffen. Indeffen glaube 
ich eine für das /Refultat diefer Beurtheilung 
günftige Vorbedeutung darin zu erkennen , dafe 
diefes Merkmal mich zu einer viel natürliche« 
ren Ordnung und Verbindung der zur Paralle- 
lentheorie gehörigen Säze geführt hat, nach 
welcher gerade der Saz , welcher unter allen Aib 
meiften Schwierigkeiten hat* der l$zte in der 
Reihe geworden ift. , 
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fey mir erlaubt , 'diefe Gelegenheit and 
den übrigen Raum, diefes Bogens dazu zu benu- 
'zen, mm mich über einige Erinnerungen zu er- 
klären , die mir von Gegnern thqils über diefes 
Buch felbft , theils über <He vorerwähnte frühere 
Parallelentheorie gemacht worden find. 

Der verftorbeue Geheime Rath Mönnich 
aufsert fich in feiner kurzen Gefchichte der theo* 
retifchen Mathematik*) über meine Ueberfe- 
zung von -Euklids Elementen wie folgt; 

„5Äod> tjl #auf* »5rtli<fre Ifcberfejung ber 6 
„erjleh aucfc be$ tifen tmb liten $öuc$* ju bemer* 
„ fen, 1799* ©t> mti nun ber SJtic&fgriec&e genau, 
„»ie <£utlM Vortrag mar, Der t>ieUeic^t nur barum 
f/ tte abförjenbe (Etfaeion ber §p$en md>t brauste, 
,/tpetl Die alten 23öc$er, volumina (v. Ernefti Ar- 
„chaeol. II. u) nidft umgelagert merben tonnten, 
„fonbern mit mefcr 3eifttr(uji abgenntfelc »erben mujj» 
„ fen* SDe* <£ufltb* ©eijl ^aben (ic& tooty iorenj , 
„SÄrmanti tmb Sacquet burd) t&re 2(bf urjungen ni<$t 
„ entfc&töpfen laflen; au* jlnb fte fiSr ben iefcrfing, 
„wie $r* meint, baburefc nfc&f unverftanblwö ge- 
worben, wil fle t>on t^m verlangen/ bepm (Eutlib 
„eben {o, n>ie bei; neueren barin mdjc um>er)lanblidjen 
„SWaefcematifern , ben öberfaj be* ©püogfcmen, 
„wenn er (t^ ifcnen iu<$t gleid^ anMetet> im cittrten 
// 9>aragrapfc aufjufiK&em" 

Diefe Aeufserung bezieht fich, wie man 
leicht lieht, auf & xxn — xxvi der Vorrede zur 

er- 



*) Lehrb. d. Math. I. Th. II. Atth. fite Au»g. Bei* 
lin 1801« S. 499 f. 



» 

* 

Digitized by Google 



Vorrede. xxxv 

** 9 

I 

erften Ausgabe meiner Ueberfezung. Den 
Schlüffel zur Erklärung diefer Verirrung hat uns 
der gute Mönnich felbft in folgender Stelle der 
Vorrede zu der angeführten Ausgabe feines 
Lehrbuchs der Mathematik (S. iv.) gegeben: 
„Ob — fcer icfer We ©efcfrrcifang meines traurigen 
nBuftant* al* ein« (£nffc(;utoigung null gelten (äffen , 
/,menn fcte unb toa in meinem 25uc£e in ÜUaterie ünb 
z, Sorot etwa* t>erfefcff iff , muß t$ feiner freien 33ifc 
// figfeit öberfaffem" 

Eine folche Verrückung des wahren Ge- 
fichtspunkts, von welchem ich ausging, um die 
Gründe von der eingefchränkteren Nuzbarkeic 
der Arbeiten meiner verdienten Vorgänger zu 
zeigen, konnte bey einem Manne von Mönnich' s 
Geifte und von der Richtigkeit im Denken , die 
er lieh eigen gemacht hatte, #ur die Folge fo 
heftiger Schmerzen, feyn , wie die waren, wo- 
durch er in den lezten Jahren feines Lebens für 
Kopfarbeiten leider ! fo oft desorganifirt wurde» 

Denn in der Tbat ift hier in der Materie 
Und Form gleich viel verfehlt. In der Materie % 
weil es mir auch im Traume nie einfallen konn- 
te, deu genannten Herausgebern von Euklids 
Elementen den Vorwurf machen zu wollen , dafa 
fie fich feinen Geift hätten entfehlüpfen laffen. 
Inder Form, weil der gute Mann, durch ein 
Sonderbares Verfehen, mir gerade die entge- 
gengefezte Meinung von derjenigen unterfchiebt, 
die ich, nach feiner Anficht gehabt haben foll, 
und die er widerlegen will. Er will nämlich fa- 
gea, „ich fey der Meinung, die genannten 
i, Herausgeber der Elemente feyen dein Lehrliu- 
' ^ c 2 ge 



xxxvt Värrede* 

„ge dadurch ünVerftändlich geworden, dafo vt> 
„f. w. aber diefe Meinung fey ungegründet/* 
Um diefes auszudrücken mufste er leine Worte 
fchlechterdings fo ftellen^ H au$ ftnb ji« für fcen 
„ie^rltug nic&f, »fe J&r. raeint, fcatmrd^ urwer; 
„ fidriMtcfj gettoröen «♦ " Denn fo , wie er fie ge- 
f teilt hat, drücken fie das gerade Gegen theil 
davon aus. 

Ich habe allerdings behauptet , fie feyen 
manchen zufällig unverftändlich geworden« 
Auch habe ich die pfycholggifchen Gründe die- 
fer Unverftändlichkeit aufgefucht und nachge? 
wiefen, und das auf eine Art* gegen die eia 
aufmerkfamer Beobachter, der mit den Set wie* 
rigkeiten des mathematischen Unterrichts aas 
eigener Erfahrung bekannt ift >• nicht leicht et* 
was Statthaftes dürfte einzuwenden haben , aber 
auch zugleich fo* dafs jenen verdienten Män- 
nern dabey fchlechterdings nichts zur Laft ge- 
legt wurde» 

Wäre der gute Mönnich noch im Leben, fo 
würde ich ihn freundfcbaf dich gebeten haben < 
die Stelle/ meines Buchs nachzuweifen , wodurch 
er fich berechtigt geglaubt hätte, die oben er- 
wähnte. Aeufserung als meine Meinung anzufe* 
hen und darzuftellen« 

Da aber fein Tod diefes unmöglich gemacht 
hat, fo glaubte ich es der Wahrheit und der 
guten Sache fchuldig zu feyn , um derer wil? 
len, die noch leben, diefe Erklärung hier nie* 
derzulegen. - ' * - 

Der zweyte Gegner , an welchen ich hier 
noch einige Worte zu richten habe , ift der Ver- 

> faf- 
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fafler der Kecenfion von dem erften Bande mefl 
nes matbematirchen Lehrbegriffs in der neuen 
Leipziger Literaturzeitung *) (eine andere Ke~ 
cenfion ift mir bis jezt nicht zu Geficht gekom- 
men), welcher fleh über meine, In diefem Bu* 
che vorgetragene , Parallelentheorie folgender« 
fhafsen äufsert; ' " 

„Ree. bedauert, dafs Hrn. H& Wehklage« 
„über die Blindheit feiner Vorgänger für itzt 
„ und fo lange auf ihn felbft zurückfallen mufs , 
„als er lieh nicht über die Möglichkeit einer 
„Figur von vier gleichen Seiten und vier rech- 
nen Winkeln ohne Bezug auf die Parallele» 
„rechtfertigen wird. Der Verf. bedachte nicht, 
„dafs man erft von der Möglichkeit eines Q*ft* 
„drats überzeugt feyn müfle $ und überfah ßfr 
„den Cirkel in feinem Be weife? welcher fonl* 
j, fchärffinnig genug ift. 41 

Was ich hierauf zu antworten habe } iffe 
folgendes: , 

J. Wehklagen die mW nie entfallen find« 
können nie auf mich zurückfalten. Ich wat mo 
weder eingebildet poch ungerecht genug, mn 
meinen Vorgängern Blindheit vorzuwerfen , elfa 
konnte ich auch liie Veranlaffung finden, über 
folche zu klagen , noch weniger $u wehklagen* . 
Ich habe blofs gegen diejenigen geeifert, wel- 
che in Sachen der Geometrie einen Glaube* 
einführen wollten, wie ihn die Dogmatil pre- 
digt. Und dies war ich der Würde der Wifleo- 

*) 35. St, S, 554 ff, von 180$, 
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fehaft fchuldig, die meiner Pflege auf einer hö- 
heren Lehrauftalt anvertrauet ift. Davon brau* 
che ich auch nie etwas zurückzunehmen , weil, 
was auch das Schickfal meiner Theorie feya 
mäg s <lie Maxime immer ihre Richtigkeit be- 
hält, dafc man die Bemühungen, eine Theorie, 
welche dem gröffeften Theile der Geometrie zur 
Grundlage dient, zu berichtiget*, fo lauge fort- 
fezen miiffe, bis ifcan es endlich wird dabin ge« 
bracht haben , iie gegen alle Angriffe ficher zu 
/teilen* " , t [• * • . : 't r » 

• II. Was den Kfei$ betrifft» den der Ree. 
in meiner Demooftration gefunden zu haben 
glaubt , fo ift 4s nicht meine Sch uld , dafs mir 
dabey eine Aeufcerung von Käßner *) einfiel, 
die ich als eine ganz paffende Antwort auf diefe 
Befchuldigung aofehen mufs, nämlich: 

„üJlan muß jebe geme|Tene $ofye bttrdjj bfe 9fa 
,;frac?t»n »erbefikrn ; unb Die Kefcacfion erfennf unb 
z; beHimmt man butd) «&&$enmeffungen» 5Da$ wutbe 
*toun mo&f et« utw(flronomtf<&er iogtcu* , eine offen- 

bajjre petitionerh prineipii nennen. 2(ber wer ben 
„ menfälifym 33erßanb leiten will, unb tuteSKat^ei 
/Unotif nic&f fennt, in ber e* ber menfcbJU&e Sßerflanb 
//gtmtß metter, a(* trflenbi&o fwiji gebracht fyat; bec 
#/ fle|)6rtin eine <E(aflfe mit unfern jejiflen Üftobefc&rife- 
„ jreflern *on ben fö&nen Äunpen, bie nie toa* ©d;5« 
z/ne^ gefe^en |>aben (febenbige ©d^&n^etfen ne&me icf) 
/rau^, um ni^t un^6fli^ ju fwjn)* 

IIL 



•) ä|irotiomtfc$e Sf&fjanbfattgett ite ©amrof. ©{ttinjjeit 
I7?3. ©. 1. f. b. »orr, 
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n III. Bfcft diefe Antwort W«r, gaot paffend 

Jey zeige ich fo : 

. Die Behauptung, dafs in meiner Demon* 
ftratiou ein Kreis verfteckt li#ge, konnte nur 
ein unmathernattfeher LogiCutf auf ftellen. Denn 
4tefe Behauptung gründet lieh auf den Saz: 
„Wer ein Quadrat braucht, um ein Quadrat 
KZI* conßruiren , der dreht fish in einem Kr ei* 
\>fi> " — einea Saz , welchen , in der Unbe- 
ftimmtheit, wie er hier ausgedrückt ift, nur 
•in unmathematifcher Logicus für wahr halten 
kann. Ein- mathematifcher Logicus hingegen- 
mufs willen, dafs. zwifchen Brauchen und Brau» 
chen eiö jgro&er üoterfchied ift ; mute wiffen , 
dafs e^awejr gftnfe verfehiedeoe I^inge find* eine 
Figur als *eiifc Schema brauchen > . an welchem 

man in den Begriff eig- 
nes gcjwiffen Qbjects zufammengefafst hat,. lieh 
fo weit reaiifi*t vjoritellen könne, als folches zu* 
Unterfucjhuflg < der Eigenschaften des Objects, 
ye^ihittelli gqwitter Modificationen des Sehe? 
mas , erfor4eflich ift^ und ekje Figur als eiu 
Schema von dem Begriffe eines gewiffen. Objectf 
fo brauchen, dafe man im Stande fey zu de* 

* • • «n ....... „ 

»onftrirea, dafs diefes Schema dem reinen 
Schema , was die productiye Einbildungskraft 
von eben diefem Objecte entwirft,, genau eat- 
fpreche. # 

Nur die erfte, nicht die I$*te Art des Ge? 
brauchs ift es, die ich mir von dem Quadrat* 
erlaubt habe; Ich nehme an.: diefe Figur ift 
ein Quadrat; dann demonftrire ich: wenn fie 
•in Quadrat ift, fo raufs fie diefe und diefe ber 
> * : ftimmte 
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itimmH Efginfebäften häteu] und Hiera** fol- 
gere ich ferner: wenn fie diefe EigeofchafteÄ 
hat, To ratifs fie *uf diefe beftrmmt* Weib ver- 
zeichnet werden können* Zu diefem Behufe ift 
6s nicht nöthig, dafs meine Figur £6 befchaffen 
fey, dar« ich ton ihr beweifen könne, fie % 
ein Quadrat; fondern es ift völlig zureichend, 
irgend einen von vier Seifet* , eingefchloffeneii 
Raum, den teh, verriiöge der mir urfprüu glich 
böy wohnenden intuitiven Vo^fteUuog vdn dem 
illbefaffenden Räume und den mannigfaltigen 
Arten feiner Begrenzung auf mehr als eine Wei- 
fe zu Stande bringen kann, für ein Quadrat an» 
zunehmen. Ob die Seiten die&r Figur • alle 
gleich , ob ihre Winkel alte fechte feyeny dar* 
um brauche ich mich vor der Hand gar *sic*it 
zu bekümmern. Genüg, ich nebine an , dafs 
fie es feyen, und ich bin mir berufst, dafs 
diefe Vorauefezuftg mich zu keiöem lrrthumt 
verleiten könne, fd lange ich in der Form det 
daraus abzuleitenden Scbliifle nifchts verfehen 
toerde. Hier gilt ganz die Formel des Archime- 
desi A*iA0*w h rmnal Hier ift älfö auch kein 
Schatten von einem K reife im Beweife* 

Wollte hingegen Jemabd , ehe er die Mög- 
lichkeit des Quadrats gezeigt hätte , den pytha- 
gorifchen Lebrfaz beweifen, und aus diefem 
alsdann gewiffe Eigenfcbaften des Quadrats ab- 
leiten, der würde fich die zweyte Art des Ge- 
brauchs von dem Quadrate erlauben , und den 
Vorwurf, dafs er fich in einem Kreife drehe* 
auf keine Weife von fich ablehnen können, weil 
es zum Beweife des pythagorifohen Lehrfazes 

fchlech- 
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fchlechterdinga cothweudig ift, eine Figur sq 
Stande ztf bringen « von welcher man darthun 
kann, fie fey ein Quadrat, iL h. fie entfpreche 
in der That dem reinen Schema des Quadrats, 
das tfir in unterer pfoduetiven Phantafie her- 

uttragea, O s V • . ■ 1 v ; 

Ein mathematifcher Logicus mufs ferner 
den Euklid kennen , und Wer den Euklid kennt, 
raufs wiffen » es könne keio Saz wahr fey n* 
welchdr fö befcbaffen ift, dafe er , wenn er wahr 
wäre* Euklids ganzes Syftem zertrümmern 
Wurde* , . f . c:<: , 

z: Dafs aber der oben ausgehobene Sa*, wel« 
eben der Ree. annehmen mufs , wenn er in mei- 
ner Demonftration einen Kreis finden will, in 
der That von di«fer Befchaffentoeit fey, läffet 
fieih leicht Xo zeigen : , f , • 

Wenn Jemand den Saz annimmt: ^fTer 
Quadrat braucht , um ein Quadrat zu con~ 
yjlruireri) der drehst fich in einem Krei/e u j 
fo mufs er , um confequent zu bleiben , nothr 
wendig auch den Saz annehmen: %% Wer ein 
tiDreyäck braucht, um ein Dreyeck zu confiruy 
„ren, der dreht fich in einem Kr eife." Soli 
aber diefer Saz wahr feyn , . JE* ^itiirzt EifiUd* 
ganzes Syftem ohne Retti^^wmen. Denn 
Euklid befindet fich in Anfehung des Dreyecks 
ganz im nämlichen Falle, in welchem ich mich 
in Anfehung des Quadrats befand. Er braucht 
das Dreyeck völlig eben fo zur Conftruction des 
Dreyecks, wie ich das Quadrat zur Conftru- 
ction des Quadrats gebrauchte. Schon der vier* 
te Saz feines erften Buchs und nachher eben 

fo 
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fo die Skze 8- 16. 17. 18. 19. 10- «. find vom 
Dreyecke überhaupt d. h. vdü dem Dreyecke; 
bey welchem jedes Verhättnifs der Seiten Statt 
finden kann, was innerhalb der Grenzen der 
Möglichkeit diefer Figur liegt, ausgefagt und be- 
wiefen , und doch kann er die Conftruction des 
Dreyecks überhaupt nicht eher als im a2ften 
Sätfc^eigeh, döbh kann er die Grenzen der 
Möglichkeit diefer Figur flieht anders, als ver* 
mitttelft'des 2often Sa*es beftimmen, doch kann 
er däs Gefez, welchem drey gerade Linien , au« 
denen ein Dreyeck zufammengefezt werden foli* 
|fe Änfehung ihrer GrÖfse unterworfen find , um 
die Erfüllung der zur Cooftruction des \ Dreyecke 
überhaupt erforderlichen Bedingungen möglich 
zu machen , nicht eher als mund mit feinem 
soften Saze finden. Mufs man alfo, wie der 
Red: meiiA, e 'rft roh' der Möglichkeit deeiDrey- 
eck* überhaupt verfichert feyn\ ehe ma» ir» 
Stände ift, irgend eine Unterfuöhung über die 
Eigenfchäften deffelben mit Erfolg anzuftelfea, 
fcTliegt hier irr Euklids Syfteme ein , bis jezt 
ganz unbemerkt gebliebener , Grundfehler , der 
fo unheilbar iffy däfs uns nichts anders übrig 
Weiht, als das Ganzä, wie ein nichtiges Hirn* 
gefpinftrWegz^Örftb. Das mag mir dann ein 
malhematißher Lögicus verantworten ! . V. 
' Ich könnte alfo — dies ift das Refultat die* 
fer Deductioü — dem Recenfenten erwiedern: 
„Meine, aus der Lehre von den Tangenten 
" des Kreifes abgeleitete , Parallelentheorie wird 
„fo lange unerschütterlich ftehen , als der Rea 
" nicht eine andere Lücke in derfelben, als der 
P- ver- 
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„vermeinte Kreis ift, wird nachweifen kön- 

Da indeffen doch der Ree. vielleicht mit 
einigem Scheine, dagegen noch einwenden 
könnte: „Was von dem Dreyecke als dereinr 
„tachften unter allen Figuren gilt, das gilt 
„nicht ehen fo auch von einer zufammengefez> 
„teren Figur, wie das Quadrat ift, eben weil 
„man bey drerfem fchon das Dreyeck mit allen 
„feinen bekannten Eigenfchaften zu Hülfe neh* 
u men kann"; fo' will ich hier, da van einer 
Sache die Rede ift, worüber man fchon fo lan- - 
ge geftritten hat, lieber etwas Uebrige$ thun, 
als irgend eine vernünftige Forderung unerfüllt 
zu lafferi fcheinen , und gebe daher dem Ree. 
was er verlangt;.» nämlich eine, ^von dem Be- 
griffe der Parallelen ganz unabhängige , Recht- 
fertigung der Möglichkeit einjer Figur von vier 
gleichen Seiten und vier rechten Winkeln^ und 
das auf eine gedoppelte Art / wie icK .aüf .iwjey 
ganz, verfchiedenen Wegen dazu gelangt bin. 

Die eine To ausgeführt, wie'lie in nieinen 
yhrbegriff .paßt» und mit Angabe cler Zah- 
len nach welchen fie in denfelben^ einzureihen 
ift, wird jezt fogleich folgen; die andere, wie 
fie au$ der Grundlage meiner neueften Paralle- 
le otheorie hervorgeht, wird, ^r in denZuffLzeig 
bey S. III des Anhangs finden.' 

»«».•• « •♦ 
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§. 156. Wenn die Centrailinie zweyer Kreit* 
linien dem Halbmeffer der einen und 4er hal- 
ben Quadrantenfehne der andern gleich ift, fö 
wird die kleinere durch die gröfsere halbirt, 
und von der gröfseren durch die kleinere eio 



Quadrante abgefchnitten. 




Hypotheßs. Saz. 

j) Die Kreislinie AFBH 1) Die Kreislinie AFBH 

f hat zum Mittelpunk- ift gröfser als di$ 

'* te C; die ACBD hat ACBD. /] 

zum Mittelpunkte E, 2) Die Kreislinie ÄFBK 

die Centrallinie bey- halbirt die A C B D. 

'/deriftalfo CE, und 3) Die Kreislinie ACBD 

lJ . diefe ift zugleich der fchneidet von der 

Halbmeffer der Kreis- AFBH einen Qua* 

" jinie ACBD. dranten ab. 
2) Diefe Linie CE ift 
der halben Quadran- 
tenfehne der Kreisü- 

Die AFBH gleich, 

* * 

Beweis. 

1) Da (p. hyp.) die Centrallinie CK. dem 

Halb- 
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Vorrede. xty 

Halbmeffer dbr Kreislinie ACBD ubd der hal* 

beo Quadrantenfehne der Kreislinie AFBH 
gleich ift, fo ift der HalbiaeCfer der lezteren, 
als Hypoteoufe des rechtwinkeligen Dreyecks, 
deffeo eine Kathete der CeiitralMnie gleich ift* 
(i. 134. Z. 4. §, go. Z. 6. I.) gröfser, als diefe 
Ceotrallinie ($. 80- Z. 4. §. gi # ). Folglich ift der 
Halbmeffer der Kreislinie AFBH grösser, als 
der Halbmeffer der Kreislinie ACBD ( $. 34.) , 
und mithin jene gröfser, als. diefe (§. 129. Z. 7.). 

2) Da (p. d$ra 1.) der Halbmeffer der Kreis* 
Hnie AFBH gröfser, als der Halbmeffer der 
Kreislinie ACBD, diefer leztere aber (p. hyp.) 
der Centrallinie beyder Kreislinien gleich ift, fo 
ift noch vielmehr die Summe der Halbmeffer 
beyder Kreislinien gröfser, als ihre Centrallinie 

3) Zugleich aber ift der Unterfchied des 
Halbmeffers der Kreislinie AFBH (als Hypote- 
nufe) und ihrer halben Quadrantenfehne (als 
der einen Kathete des rechtwinkeligen Drey- 
ecks> welches die Hälfte deffen ift, das die bey- 
den Halbmeffer der Kreislinie AFBH mit ihrer 
Quadrantenfehne einfchlielTen [$. 134. Z. 4. $ # 
80. Z. 6. L] ) kleiner , als diefe halbe Ouadran- 
tenfehne. Denn es fey in dem eben erwähnten 
Dreyecke die halbe Quadrantenfehne q, um i 
dieHypotenufe srh; wäre nun nicht h— q <*q , 
fo wäre entweder h — q > q , oder h-q-a 
(5. 22.). Im erften Falle hätte man h > 2 q (§, 

Da nun (p. hyp.) in dem rechtwinkeligen 
Dreyecke , welches die Halbmeffer der Kreisli* 
nie AFBH mit ihrer Quadmntenfehne ein- 

fchlief- 
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fchlieffen, h der Halbmeffer y iiod 2 q die Qna* 
drahtenfehne ift, fo wäre in einem rechtwinke- 
ligen Dreyecke die eine Kathete gröfser , alt 
die Hypotenufe. Im andern Falle hätte man 
h s 2q (§. d. h. die eine Kathete der Hy» 
poteuufe gleich; beydes gegen §. go. Z, 4. §. 8i«# 
welches unmöglich ift. 




4) Da nun (p. hyp.) die halbe Quadranten* 
lehne der Kreislinie AFBH dem Halbmeffer 
der Kreislinie ACBD und zugleich der Central« 
linie beyder Kreislinien gleich ift , 1b ift der Un- 
terfchied der Halbmeffer beyder Kreislinien 
kleiner, als der Abftand ihrer Mittelpunkte (p. 
dem. 3. §. 137.)* «her (p. dem. 2.) auch die 
Summe diefer Halbmeffer gröfser ift, als der 
Abftand der Mittelpunkte, fo müffen die bey* 
den Kreislinien AFBH, ACBD einander in 
xwey Punkten fchneiden, wovon der eine über, 
der andere unter der Central linie liegt (§. 62.). 

5) Sind nun diefe Punkte A, B, To find, 
wenn man an lie aus dem Mittelpunkte. C die 
Linien CA, CB zieht, diefe Halbmefler der 
Kreislinie AFBH (J. 59.). 

. 6) Wird nan der Halbmefler CE verlan- 
gt 
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gert, bis er der Kreislinie AC BD io D begeg- . 
net, und hierauf aus D mit einem Halbmeffe? 
= CA die Kreislinie AOBK befchrieben, fo 
müfs diefe die Kreislinie ACBD in denfelben 
Punkten A , B fchneiden , weil jezt auf der lin- 
ken Seite des Mittelpunkts £ die Bedingungen 
des Schneidens eben To, wie auf der rechten. 
Statt finden (§. 62.). . . 

7) Zieht man daher aus dem Mittelpunkte 
D an die Durchfchnittspunkte die Halbmeffer 
DA, DB, ferner aus dem Mittelpunkte E die 
Halbmeffer E A , EB, foift AC=BC, AE=S 
EB (§.59. Z. 1.) EC = EC; folglich AEC 5s 
BiiC (§. 69. Z. 1.). 

8) Eben fo ift erweislich, dafs BEDsrBEC 
fey ; folglich ift auch AECsBEO (§. 25.). 

9) Nun ift (p. conftr.) DC eine gerade Li- 
nie; folglich ift auch A B eine folche ($.77. Z. 5.). 

10) Es ift aber AB = E A + EB ; folglich 
ift AB ein Durchmeffer der Kreislinie ACBD 
ft. 59.) , und mithin wird diefe von der Kreisli- 
nie AFB H , welche fie in den Endpunkten die- 
fes Durchmeffers fchneidet, alfo die kleinere 
von der gröfseren (p. dem. i.)> halbirt (§. 134.)* 

11) Da aber (p. hyp.) der Halbmeffer der 
Kreislinie ACBD der halben Quadraptenfehne 
der Kreislinie A FB H gleich ift , fo ift der Durch- 
meffer von jener der 0 uadran tenfeh ne von dier 
fcr gleich (§. 26.). Folglich ift AB die Quadran- 
tenfehne der Kreislinie A FB H , und AHB ein 
Quadrante derfelben. Demnach wird von der 
gröfseren Kreislinie AFBH durch die kleinere 
ACBD ein Quadrant© abgefchnitten , w. z. e. w. 

Zuf. 
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Zufi i. Wenn daher die Centrallinie z Weyer 
Kreislinien ihrer Quadrantenfehne gleich ift, fo 
ift auch ihre gemeinfchaftliche Sehoe eben die- 
fer Quadrantenfehne gleich (p. dem. 11.). 

Zufi 2. Demnach ift die Quadrantenfehne 
doppelt fo grofs, als ihr Abftand vom Mittel- 
punkte des Kreifes (Zuf. i.). 

Zufi 3. Wenn demnach zwey Kreislinien 
ihre Quadrantenfehne zur Centrallinie haben, 
fo fchlieffen die von den Endpunkten der Cen- 
trallinie an die Endpunkte der gemeinfchaftli- 
chen Sehne gehenden geraden Linien das Qua- 
drat des Halbmeffers diefer Kreislinien ein. 

Denn diefe Linien lind (p. dem. 6. 7. 8.) als 
Halbmefler von einerley Kreife anzufehen , folg« 
lieh einander gleich ($. 59. Z. 1.). Da nun (p. 
hyp.) CD die Quadrantenfehne diefer Kreisli- 
nien ift, fo ift jeder der Winkel bey A, B eiq 
rechter. Da aber (Zuf. 1.) auch AB die Qua- 
drantenfehne ift, £0 ift auch jeder der Winkel 
bey C, D ein rechter (§134. Z.4.)» folglich 
ACBD das Quadrat des Halbmeffers AC 

155- *•)• 

Zufi 4. Das Quadrat des Halbmeffers einer 
Kreislinie hat alfo die Quadrantenfehne eben die- 
fer Kreislinie zur Diagonale (Zuf. 3. $. 58«)- 

Zufi 5. Die Diagonalen des Quadrats hal- 
bireo einander lothrecht und find einander 
gleich (p. dem. 10. Zuf. 3. 4.). 

Zufi 6. Auch die vier Quadrantenfehnen 
des Kreifes fchlieffen ein Quadrat j das Quadrat 
der Quadrantenfehne ein. 

Denn da (p. dem. 8. 9. »•) bey dem Funkte 

E 
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i 

Erechte Winkel find , fofind die Linien AC, BC, 
BD, AD Quadranten fehnen des Kreifes ACBD; 
alfo (Zuf. 3.) ADBC das Quadrat, der Quadran- 
teafehne diefes Kreifes. 

« Zuß 7. Demnach ift das Quadrat von dem 
Halbmeffer eines Kreifes gleich dem Quadrate 
der Quadrantenfehne eines andern , der die hal- 
be Quadrantenfehne des erften zum Halbmefler 
hat (Zuf. 3, 1 • ' * 

Hoffentlich wird alfo nun der Ree. meine 
Parallelentheorie nicht weiter in Anfpruch 
nehmen* 1 ? 

Aber auch mit meiner Orthographie ift eben 
diefer Ree. unzufrieden, wie er am Ende der 
Receofion durch folgende Aeufserung zu erken- 
nen gegeben hat: 

„Ungern lieft man in einem Buche von ib 
„elegantem Ausdruck fpiz, fezen, fchenkelig, 
„winkelig ft. fpitz , winklicht etc." 

Da nun eben diefe Orthographie auch 111 
diefem Buche bey behalten ift, fo wird es mir 
zukommen fie hier zu rechtfertigen. 

Was nun den Gebrauch des Z ftatt des TZ 
betrifft, fo begreife ich fo wenig wie und war- 
um diefer ihm unangenehm feyn könne, dafs 
ich darauf nichts anders zu erwiedern weifs , als 
die Verfictoerung, dafs das Gegentheil mir nicht 
blofs unangenehm, fondern ganz unleidlich fey. 
Den Grund von diefer Antipathie kann ich ihm 
genau angeben , weil ich mir feiner ganz deut- 
lich bewufst bin. Er ift kein anderer , als der, 
weil iches~für unvernünftig* halte, ein einfaches 

d Zei- 



Vdrrede, 

Zeichen eines einfachen Lauts mit feinem an» 
dem einfachen Zeichen eines zufammengefeztea 
Lauts , das jenes fchon als einen T heil von fich 
enthält) zu combiniren, um hernach das zu- 
fammengefezte Zeichen zu Bezeichnung eben 
deffelben zufemmengefezten Lauts zu. gebrau- 
chen^ zu deflen Bezeichnung das zweyte einfa* 
che Zeichen, vermöge feiner ursprünglichen 
Beftimmung, für fich allein fchon gänzlich zu- 
reichend war. 

Schon' als einem Kinde von fecbs Jahren . ; 
war mir das TZ in meinem ganzen ABCBuche 
der gröfste Greuel, und durch keine Strafen 1 
des Schulmeifters konnte ich jemals dahin ge- 
bracht werden, dies verwünfchte Zeichen zu 
fchreiben. So fehr fträubte fich fchon im Kinde 
die Vernunft gegen alles, was ihr zuwider warJ 
Jezt bin ich wehl zu alt, fo etwas noch zu 
lernen. 

Dagegen war es mir fehr unangenehm in 
diefer Reoeofion Hypothenufe ftatt:, Hypote- 
nuse zu lefen , weil ich dadurch überzeugt wer- 
den raufste, dafs der Bec. den Euklides (in 
der Graadfprache) nicht kenne, Denn: ex unr 
gue — ! 

Was endlich die Art , die von des Subftan- 
tiven Schenkel und Winkel abgeleiteten Aejec- 
tive zu fchreiben, betrifft, fo thut es mir leid, 
dem Ree. fagen zu nmflen, dafs er fchon vor 
zwanzig Jahren aus Adelung* Schriften hätte 
lernen können , dafs bey allen von Substanti- 
ven gebildeten Adjectiven die Endung in icht 
A*hnli*hkeit mit dem Qbjecte, was das Sub- 
ita** 
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ftaotiv bezeichnet, dagegen die Endung in ig 
einen Gehalt von diefem Objecto bezeichnet z. 
B. waldicht — einem Walde ähnlich; waldig 
— mit Wäldern hewachfen , Wälder enthal- 
tend. Demnach wäre alfo ein rechtwihklichtes 
Dreyeck, wie der Ree. gefchrieben wiffen .will, 
ein Dreyeck , das einem rechten WiükeJL ähn- 
lich wäre 3? 3 

Dafs nun der Ree. dlefe Gelegenheit, lieh 
beffer zu unterrichten, verfäumt hat, würde 
man ihm verzeihen können , fo lange er nicht 
felbft als Schrif titeller auftreten , und andere in 
Sachen diefer Art meiftern wollte. Dafs er aber 
einem Manne , der feine Mutterfprache fo gut,, 
wie eine gelehrte Sprache ftudirt hat, kumu- 
then will, feine Irrthümer, auf fein Wort, als 
Verbefferungen aufzunehmen, dies ift fchwer 
zu entfchuldigen. Das geiin<Jeft*> was man 
darüber fagen kann, ift wohl das bekannte: 
»Sitacuiffesy Grammaticus manjiffee!" 

Eine andere , noch merkwürdigere , Stelle 
diefer Recenfion, die dem Recenfenten, ab 
Philoßyphen , das nämliche Unheil fp rieht, 
übergehe ich hier gerne , weil der Inhalt diefes 
Buchs ihre Beleuchtung nicht noth wendig er- 
fordert* 

Dagegen darf ich den Beobachtern der Hte- 
rärifchen Cultur in Teutfchland die Anekdote 
nicht vorenthalten , dafs diefes Buch in einem 
der erften teutfehen Staaten mehreren , von der 
hiefigen Univerfität zurückkehrenden , Jünglin- 
gen weggenommen worden ift, weil der Cenfor 
in der Schilderung vom Oeifte des Vaters der 

d 2 Geo- 
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Geometrie, S. vixi. i* der Vorrede zur erften 
Ausgabe, eine Blasphemie zu erkennen wähnte. 
Möge doch diefer Geilt der Wahrheit den 
, Werken der Finfteraifs, deren furchtbare Macht 
uns jezt von Neuem wieder mehr als jemals yu 
bedrohen fcheint, fernerhin kräftig entgegen- 
wirken ! 

Marburg in den Pfingftferien 1807. 




Joh. Karl Friedr. Hauff \ 
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Gebrauch. 



A = B, d. i. die Gröfse A ift 
der B gleich. 

A==-B, d. i. A und B find un- 
gleich. 

A c/5 B, d. i. die A ift der B ähnlich. 

AC^B, d. i. die A ift der B 
congrucnt. , 

A>B, d.i. die A ift gröfier 
als dieJJ. 

A<B, d. i. die A ift kleiner» 
als die B. 

A4.fi, d, i. A und B zufammcu. 

A — B, d. i. A weniger B. N ' 

AOCB , oder A. B , d. i. A raul- 

tiplicirt mit B. 

g- d.*. A dividirt durch B. 

ABC—R, d. I. ABC ift ein 
rechter Winkel. 

ABC>R, d. i. ABC ift ein 
ftumpfer Winkel. 

ABC<R, d. i. ABC ift ein 
fpizer Winkel. 

AB^CD, d. i. die AB ift 

der CD parallel. 

— q 

AB, d. i. das Quadrat von A B, 

AB, d.i. der Würfel von A B. 
A : B , d. i. A verhält fleh zu B # 

AB: C D, d.i. das zwcymal hö- 
here Verhältnifs der Gröfse 
AB zu der CO. 

—3 —3 , 

AB: CD» d.i. das drcymal hö- 
here Verhältnis der Gröfse 
AB zu der CD. 

AJlxCD, d. i. das Rechteck 
aus AB und CD. 

EU- 
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Erklärungen. 

* 

in Punkt ift* was keine Theile hat. 

2. Eine Linie ift eine Länge ohne Breite. 

3. Die Gränzen der Linie lind Punkte. 

4. Eine gerade Linie ift eine folche, die gegen 

alle in ihr befindlichen Punkte einerley 
Lage hat. 

5. Eine Fläche ift, was nur Lange und Breite 

hat. 

6. Die Granzen der Fläche find Linien. 

7. Eine ebene Fläche ift eine folche, die ge- 

een alle in ihr befindlichen Linien einer- 
ley Lage hat. , 

%. Ein ebener Winkel . ift die Neigung zweyer 
Linien gegeneinander, die in einer Ebene 
zufammentreffen, ohne in einer geraden 
Linie zu liegen. 

9. Wenn die Linien, welche den Winkel ein- 

fchliefsen , gerade Linien find, fo heifst 
der Winkel ein geradeliniger. 

10. Wenn eine gerade Linie auf einer andern 
fo aufgeftellt ift, dafs lie mit ihr gleiche 
Nebenwinkel macht/ fo ift jeder der glei- 
chen Winkel ein rechter , und die folcher- 
geftalt aufgeteilte gerade Linie heifst auf 
der andern lothrecht. 

A Ii. Ein 



2 Euklids Elemente. 

lt. Ein ftumpfer Winkel heifst ein fojcher, 
der gröfser, als ein rechter, ift. 

12. Ein fpizer aber qin folcher, der kleiner, 
als ein rechter , ift, 

13. Di§ Grlinze ift das Aeufferfte' eines Dings. 

14. Eine Figur ift, was in eine oder einige 
Glänzen eingefchloffen ift. 

15. Ein Kreis ift eine von einer einzigen Linie, 
welche der Umkreis (die Peripherie) heifst, 
fo eingefchloffene Figur, dafs alle von ei- 
nem innerhalb der Figur befindlichen Punk- 
te an den Umkreis gehende gerade Linien 
einander gleich find. 

16. Diefer Punkt heifst des Kreifes Mittelpunkt. 

17. Der Durchmejfer des Kreifes ift eine durch 
den Mittelpunkt gehende, und auf beyden 
Seiten durch den Umkreis begränzte ge- 
rade Linie , welche auch den Kreis balbirt. 

18. Ein .Halbkreis ift eine von dem Durch gi et 
fer und dem durch diefen abgefchnittenen 
Kreisbogen eingefchloffene Figur. 

19. Ein Jhfchnitt des Kreifes ift, was zwifchen 
einer geraden Linie und einem Kreisbo- 
gen eingefchloffen ift. 

20 Geradlinige Figuren find folche, welche von 

geraden Linien eingefchloffen find. 
21. Brey feit ige, welche von dreyen 
21. Vierfeitige , weche von vieren 

23. Vielfeitige, welche von mehr, als vier, 
geraden Linien eingefchloffen find. 

24. Von den dreyfeitigen Figuren ift diejenige 
ein gleichzeitiges Dreyeck, welche drey 
gleiche Seiten hat. 

25. Ein gleichfchenkeliges diejenige , welche 
nur zwey gleiche Seiten hat. 

26. Ein 
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26. Ein ungleich/eiliges diejenige, welche drey 
ungleiche Seiten haf. 

27. Ferner ift von den -dreyfeitigen Figuten 
diejenige ein rechtwinkeliges Dreyeck, wel- 
che einen rechten Winkel, 

28. Diejenige ein fiumpfwinkeliges , welche ei- 
nen ftumpfeq , 

29. Diejenige ein fpizwinheliges . welche drey 
fpize Winkel hat. 

30. Von/ den vierfeitigen Figuren ift diejenige 
ein Quadrat , welche gleichfeitig und recht* 
winkelig ift. 

31. Ein längliches Viereck (Rechteck) , welche 

zwar rechtwinkelig aber nicht gleichfeitig ift. 

32. Ein Rhombus (eine Raute) , welche zwar 
gleichfeitig aber nicht rechtwinkelig ift. 

33. Eine Rhomboide, in welcher die entgegen« 
gefezten Seiten und Winkel einander gleich 
hnd, die aber weder gleichfeitig noch recht- 
winkelig ift. 

34. Die übrigen vierfeitigen Figuren, außer 
den bisherigen, heifsen Trapezien. 

35. Parallele Linien find folche gerade Linien, 
die in einerley Ebene liegen, und, fo weit 
man fie nach beyden Seiten verlängern mag, 
doch an keiner Seite zufammentreffen. 

Fo rderungen. 

h Von jedem Punkte nach jedem andern eine 
gerade 1 inie v zu ziehen. 

2« Eine begränzte gerade Linie ftetig in gera- 
der Richtung zu verlängern. 

3. Aus jedem Mittelpunkte und mit jeder Wei- 
te einen Kreis zu befchreiben. 

A 2 Grund- 
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l 

Grundfiize. 

1. Dinge, die einem dritten gleich find, find 

einander felbft gleich. 

2. Wenn man zu Gleichem Gleiches hinzufezt, 

fo find die Ganzen gleich. 

3. Wenn man von Gleichem Gleiches weg- 

nimmt, fo find die Reite gleich. 

4. Wenn man zu Ungleichem Gleiches hinzu- 

fezt, fo find die Ganzen ungleich. 

5. Wenn man von Ungleichem Gleiches weg- 

nimmt, fo find die Refte ungleich. 

6. Die Doppelten von einem dritten find ein- 

ander gleich. 

7. Die Hälften von einem dritten find einan- 

der gleich. - 

g. Dinge, die einander decken, find einander 
gleich. 

9. Das Ganze ist gröfser als fein Theil. 

10. Alle rechten Winkel find einander- gleich, 

11. Wenn zwey gerade Linien .von einer drit- 
ten fo gefchnitten werden, dafs die*beyden 
innern , an einerley Seite der fchneidenden 
Linie liegenden, Winkel kleiner als zwey 
rechte find, fo treffen die beyden geraden 
Linien, wenn man fie fo weit, als nöthig 
ift, verlängert, an eben der Seite zufam- 
men, an welcher die Winkel liegen, die 
kleiner als zwey rechte find. 

12. Zwey gerade Linien fchlieffen keinen Kaum 
ein. 
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Au 

geraden 
befchreiben. 



ifgabe. Auf einer gegebenen begranzten 
den Linie ein gleiclifeitiges Dreyeck zu 




Es fey AB eine gegebene begränzte gerade Linie, und 

man foll auf derfelben ciu gleichfcitigcs Dreyeck befchreiben. 

C 

Auflofung. Man be- 
schreibe aus dem Mit«, 
telpunkte A, mit der 
Weite AB (3. Ford.) 
einen Kreis BCD, und 
aus dem Mittelpunkte B 
mit der Weite BA ei- 
nen Kreis ACE, als- 
dann ziehe man von dem Punkte C, in welchem die bey- 
<3en Kreife einander fchneiden , nach den Punkten A und B 
die Linien C Ä, CB. 

Beweis. Weil der Punkt A des Kreifes C D B Mittel- 
punkt ift, fo ift die Linie A C ( 15. Brkl.) der Linie A B 
gleich, Ferner, weil der Punkt B des Kreifes CAE Mit- 
telpunkt ift, fo ift die Linie BC der BA gleich. Es ift 
aber "gezeigt worden, dafs auch die Linie AB der A3 
gleich fey; folglich find die beyden CA, CB der dritten 
AB gleich: Dinge aber die einem dritten gleich find ,. find 
einander felbft gleich; folglich ift auch die Linie CA der 
Cß gleich, und mithin find die drey Linien AC, AB, BC 
einander gleich. Demnach ift (*4.Erkl.) das Dreyeck ABC 
gleichzeitig, auch ift es auf der gegebenen begränzten ge- 
raden Linie AB befchrieben, was zu verrichten war. 

2. S(tZ- 



Euklids Elemente. 



2. Saz. 

Aufgabe. An einen gegebenen Punkt eine 
gerade Linie zu fezen , die einer gegebenen ge- 
raden Linie gleich fey. 

Es fey der gegebene Punkt A, die gegebene gerade 
Linie BC, und man fall an den Punkt A eine der BG 
gleiche gerade Linie feien. 

Aiifiöfung. Man ziehe 
(i. Ford.) von dem Punkte 
A an den Punkt B die Li- 
nie AB, befchreibed. Sai) 
auf derfelben das gleichfei- 
tige Dreyeck DAB, und 
verlängere die Linien DA» 
DB in gerader Richtung 
nach E, F. Hierauf be- 
schreibe man aus dem Mit« 
telpunkte B, mit der Wei- 
te BC, O, Ford.) den 
Kreis CGH, und aus dem 
Mittelpunkte D , mit der Weite DG, den Kreis GKL, 

Beweis. Weil der Punkt B des Krcifes CGH Mittel- 
punkt ift, fo ift (15?. Erkl.) die Linie BC der BG gleich. 
Ferner, weil der Punkt D des Krcifes GKL Mittelpunkt 
ift, fo ift die Linie DL der DG gleicht Von diefen aber 
ift das Stück DA dem DB gleich, folglich ift (3. Grundf.) 
auch der Reft AL dem Refte BG gleich. Es ift aber ge- 
zeigt worden , dafs der Linie B G die B C gleich fey. Die 
beyden Linien AL, BC alfo find der dritten BG gleich* 
Dinge aber, die einem dritten gleich (lud, find einander 
fclbft gleich; folglich ift auch die Linie AL der B Cgieich. 
Demnach ift an den gegebenen Punkt A eine der gegebenen 
BC gleiche gerade Linie AL gefezt worden» w. z. v. w« 

3. Saz. 

Aufgabe. Wenn zwey ungleiche gerade ' 
Linien gegeben lind, von der gröfsern ein der 
kleinem gleiches Stück abzufchneiden. 

Es 
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Es fcyen die i*ey gegebenen ungleichen geraden Li- 
lien AB, C und zwar fey Aß die größere, und man foll 
von der gröffern AB ein der kleinern C gleiches Stück ab- 
schneiden« 

F 

Aufiofung. Man feze an 
den Punkt A .eine der C glei- 
che Linie A D (a. Saz,) und 
befchreibe aus dem Mittel- 
punkte A mit der Weite A D q 
den Kreis DEF (3. Ford.) 

Beweis. Weil der Punkt 
A des Kreifes D E F Mittel/ 
punkt ift, fo ift die Linie 
AE der AD gleich; folglich 
find die beyden AE, C der 
dritten AD gleich; mithin 
ift auch die Linie A E der C 
gleich. Demnach ift, da zwey 
ungleiche gerade Linien AB, C gegeben waren, von der 
gröffern AB ein der kleinern C gleiches Stück AE abge- 
fehniteen worden, w. z. v. w» 

4. Saz. 

Lehrfaz. Wenn in zwey Dreyecken zwey 
und zwey Seiten und die von ihnen einge- 
fchloffepen Winkel einander gleich find , fo ift 
auch die Grundlinie des einen der Grundlinie 
des andern gleich und die ganzen Dreyecke, 
wie auch die übrigen Winkel beyder, welche 
gleichen Seiten gegenüber liegen, find einan- 
der gleich. 

Es feyen in den 2wey Dreyecken ABC, DEF, die 
zwey Seiten AB, AC den zwey Seiten DE, DF ftück weife 
gleich, die AB nämlich der DE und die AC der DF, auch 
fey der Winkel BAC dem Winkel E D F gleidvfo behaup- 
te ich, dafs auch die Grundlinie BC der Grundlinie EF, 

und 






* 
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und das ganze Dreyeck ABC 
dem ganren Oreyeke DEF 
gleich fey, wie auch, dafs 
die übrigen Winke! der bey- 
den Dreyecke, welche den 
gleichen Seiten gegenüber- 
liegen, einander ftückweife 

gleich feyen, der ABC nämlich dem DEF, und der ACB 
dem D F E. 

Beweis. Wenn man das Dreyeck ABC auf das Drey- 
eck DEF, fo legt, dafs ^der Punkt A auf den Punkt D » 
und die Linie AB auf die DE zu liegen kommt, fo wird 
der Punkt B auf den Punkt E fallen, weil die Linie AB 
der DE gleich ift. Wenn aber die Linie AB folchergeftale 
auf die DE pafst, fo wird auch die AC auf die DF paf- % 
fen, weil der Winkel BAC dem Winkel EDF gleich ift. 
Daher wird auch der Punkt C auf den Punkt F fallen, 
weil die Linie AC der DF gleich ift. Aber der Punkt B 
fiel, nach dem vorigen, auf den Punkt E, folglich wird 
die Grundlinie BC die EF decken. Denn wenn der Punkt 
,B auf den E, und der Punkt C auf den F fiele, und doch 
die Grundlinie BC die E F nicht deckte, fo müfsten zwey 
gerade Linien einen Raum einfchlieifen, welches (12 GrundC) 
unmöglich ift. Es wird alfo die > Grundlinie BC die EF 
decken, und ihr gleich feyn, folglich wird auch das ganze 
Dreyeck ABC das ganze Dreyeck DEF decken und ihm 
gleich feyn, und mithin werden auch die übrigen Winkel 
beyder einander decken, und ftückweife gleich feyn, der 
ABC nämlich dem DEF, und der ACB dem t) FE. 

Wenn demnach in zwey Dreyecken u t f. w , wie zu 
erweifen war» 

■ » 

5. S a z . 

r j ^ ehr i(r Z \ T ? g le j ch Jchenkeligen Dreyecken 
and die Winkel an der Grundlinie, und, wenn 
man die gleichen Schenkel verlängert, auch 
die Winkel unter der Grundlinie einander 
gleich. 

Es 
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- 

Es fey^ABC ein glcichfchenkcliges Dreyeck, worin die 
Seite AB der AC gleich fey, und man feze (2. Ford.) an 
die AB, AC die BD, CE,in gerader Richtung, fo behaup- 
te ich, dafs der Winkel ABC dem Winkel ACB, und der 
Winkel CBD dem Winkel BCE gleich fey. 

Beweis, Man nehme in der 
Linie BD nach Belieben einen 
Punkt F an, fchneide (3, Sa*) 
von der gtjjffern AE, ein der 
kleinern A$ gleiches Stück AG 
ab, und ziehe die Linien CF, 
B G. 

Weil nun die AF der AG 
und die AB der AC gleich ift , 
ib find die beyden A F, A C den 
beyden AG, AB ftückweife 
gleich , auch fehlleiten Tie einen 
gemeinfchaftlichen Winkel FAG 

ein; folglich ift (4. Saz) auch Q £ 
die Grundlinie FC der Grundlinie GB 9 und da» Dreyeck 
AFC dem Dreyecke AGB gleich, mithin find auch die 
übrigen Winkel , welche den gleichen Seiten gegenüberlie- 
gen, einander ftückweife gleich, nihnlich der Winkel ACF 
dem ABG, und der Winkel AFC dem AGB. Da ferner 
die ganze Linie ÄF der ganzen AG, und das Stück AB 
dem Stücke AC gleich ift, fo ift auch (3. Grundf.) der 
Red BF dem Refte CG gleich. Es ift aber auch gezeigt 
worden, dafs die CF der BG gleich fey. Dem nach find 
die beyden BF, FC den beyden CG, BG ftückweife 
gleich, auch ift der Winkel B FC dem Winkel CG B gleich, 
und beyde haben die BC 2ur gcmeinlchaftlichcn Grundli- 
nie 5 folglich ift (4, Saz) das ganze Drcyeck BFC dem 
ganzen Dreyecke ,C G B gleich, auch die übrigen Winkel, 
welche gleichen Seiten gegenüberliegen, find einander ftück«. 
weife gleich. Demnach ift der Winkel FBC dem Winkel 
GCB, und der Winkel BC F dem Winkel CBG gleich. 
Da nun gezeigt worden ift, dafs der ganze Winkel ABG 
dem ganzen Winkel ACF, und das Stück CBG dem Stücke 

BCF 
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BCF gleich fey, fo ift (3. Grundf. ) auch der Reft ABC 
dem Refte ACB gleich, und diefe find die Winkel an der 
Grundlinie des Dreyecks ABC» Es ift aber auch gezeigt 
worden, dafs der Winkel FBC dem Winkel GCB gleich 
fey, und diefe find die Winkel unter der Grundlinie. 

Demnach find in gleichfchenkeligen Dreyecken u, f # w. 

W. 2, Ci W. 

€• Sa z. 

Lehrfaz* Wenn in einem Dreyecke zwey 
Winkel einander gleich find , fo find auch die 
Seiten, die den gleichen Winkeln gegenüber 
liegen, einander gleich. 

Es fey das Dreyeck ABC, in welchem der Winkel 
ABC dem Winkel ACB gleich fey, fo behaupte ich, dafs 
auch die Seite AC der Seite AB gleich fey. 

Beweis. Wenn die Seite A B der A C 
ungleich ift, fo mufs die eine von beyden 
größer, als die andere, feyn. Es fey 
alfo die größere AB, und man fchneide 
(3. Saz) von der gröftern AB ein der 
kleinern A C gleiches Stück DB ab, und 
xiehe die DC, 

Weil nun die DB dec A C gleich , 
und BC gemeinschaftlich ift, fa find die beyden'DB, BC 
den beyden AC, Cß ftückweife gleich, auch ift dej Win- 
kel D BC dem Winkel ACB gleich; folglich ift (4. Saz.) 
auch die Grundlinie DC der Grundlinie AB, und das Drey- 
eck ABC dem Dreyecke DCB, das beifst das größere dein 
kleinem, gleich, welches ungereimt ift« Es ift alfo die AB 
der AC nicht ungleich, folglich gleich» 

Wcnu demnäch u. f. w. w. *• c, w # 

7* Saz. 

Lehrfaz. s hui der nämlichen geraden Linie 
können nicht von verfchiedenen Punkten aus 

auf 
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auf einerley Seite zwey Paare einander ftück- 
weife gleicher gerader Linien fo aufgeftellt wer- 
den, dafs fie einerley Endpunkte hätten. Oder: 
Von den Endpunkten (A, B) einer geraden 
Linie (AB), von welchen aus man nach einer- 
ley Punkt (C) zwey gerade Linien (AC, BC) 
gezogen hat, Können nicht n.ach einem andern 
Punkte (D) auf der nämlichen Seite diefer Li-, 
nie zwey andere gerade Linien (AD, DB) ge- 
zogen werden , die den erften beyden ftückwei- 
fe gleich wären. 

Es feyen , die Möglichkeit angenommen , auf der näm- 
lichen geraden Linie AB von zwey verfchiedenen Punkten 
C, D aus, an einerley Seiee CD zwey Paare einander 
ftück weife gleicher gerader Linien AC, CB und AD, DB» 
fo aufgeftellt, dafs fic einerley Endpunkte A, h haben, die 
CA nämlich fey der DA gleich, und hahe mit ihr einer- 
ley Endpunkt A, und die CB fey der DB gleich, und ha- 
be mit ihr einerley Endpunkt B, fo ziehe man die CD. * 

Da nun die AC der A D gleich ift, fo ift (5. Saz.) 
der Winkel ACD dem Winkel ADC gleich, Demnach ift 
der Winkel A>DC großer, als der DCB, und folglich ift 
noch vielmehr der Winkel C D B gröf- 
fer, als der Winkel DCB f Da fer- 
ner die CB der DB gleich ift, fo 
ift der Winkel CD B dem Winkel 
DCB gleich. Es ift aber gezeigt 
worden , dafs er auch viel gröffer A 
fey, als diefer, welches unmöglich ift. 

Demnach können u # f. w. w. 2, e. w. 

8' Saz. 

Lehrfaz. Wenn in zwey Dreyecken zwey 
und zwey Seiten einander ftückweile gleich find, 
und es ift auch die Grundlinie des einen der 
Grundlinie des andern gleich, fo ift auch in 

bey- 
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beyden der Winkel, dei; von den gleichen Sei- 
ten eingefchloffen wird, gleiche 

Es feyen zwey Dreyecke ABC, DEF, in welchen die 
zwey Seiten AB, AC den zwey Seiten DE, DF ftückweife 
gleich fcyen , die A B A D G 

nämlich der D E; und 
<lie /L C der D F, auch 
fey die Gruudlinic ßC 
der Grundlinie E F 
gleich, fo behaupte ich, 
dafs auch der Winkel 
BAC [dem Winkel EDF 
gleich fey. 

Beweis. Wenn man das Dreycck ABC über das Drey- 
eck DEF fo legt, dafs der Punkt B auf den Punkt E, und 
die Linie BC auf die EF zu liegen kommt, fo wird euch 
der Punkt C auf den Punkt F fallen, weil die BC der EF 
gleich ift. Wenn aber folchergeftalt dieBC die EF deckt, 
fo werden auch die BA, AC die ED, DF decken. Denn 
Wenn zwar die Grundlinie AC die Grundlinie EF deckte, 
aber die Seiten BA, AC die Seiten ED, DF nicht deck- 
ten, fondern von ihnen abwichen, wie die EG, GF, fo 
könnten at/f der nämlichen geraden Linie von vermiede- 
nen Punkten aus auf einerley fcScite derfelben zwey Paare 
einander ftückweife gleicher gerader Linien fo aufgeftelft 
werden, dafs fie einerley Endpunkte hätten* Dies ift aber 
(7. Sa».) unmöglich. Folglich ift es auch unmöglich, dafs, 
wenn die Grundlinie B C die E F deckt, die Seiten B A, A C 
die Seiten DE, DF nicht decken follten. Sie müflen fie 
ulfo decken , und folglich mufs auch der Winkel B A C den 
Winkel EDF decken, und ihm gleich feyn. 

Wenn demnach in zwey Dreyeckca u. f. w, w. z. c. w; 

♦ - 

9. Saz. 

Aufgabe. Einen gegebenen geradlinigen 
TVinkel zn halbiren. 

Es 
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Ei fcy der gegebene geradlinige Winkel BA<C, und 
man foll die Ten halbireo. 

Außöfung* Man nehme auf der Linie AB nach Be- 
lieben einen Punkt D an, fchneide (3. Saz.) von der Li-» 

1 w 

nie AC ein der AD gleiches Stück AE ab, und ziehe die 
DE. Hierauf befchreibe man (1. Saz.") .auf der DE ein 
gleichfcitiges rDreyeck DEF, 
und ziehe die AF, fo behaup- 
te ich , dafs der ^inkel B A C 
von der Linie AF halbirt wer- 
de.- 

Beweis. Weil die Linie 
AD der AE gleich, und die 
AF gemeinfehaftlich ift, fo 
find die bejden DA, AF den 
beyden E A , A F ftückweife 
gleich, auch ift die Grundlinie^' 
DF der Grundlinie E F gleich; 
folglich ift auch (g, Saz.) der Winkel DAF dem Winkel 
EAF gleich. Und mithin wird der gegebene geradlinige 
Winkel BAC von der Linie AF halbirt; w. z t v. w. 

« 

10. Saz. 

% Aufgabe. Eine gegebene begränzte gerade 
Linie zu halbiren. 

Es fey die gegebene begränzte gerade Linie AB, und 
man foll diefe halbiren. 

Auflöfung. Man errichte (1. Saz) »auf dcrfelbcn ein 
gleichfeitiges Dreyeck ABC, und halbire (9. Saz.) den 
Winkel ACB durch die Linie CD, fo behaupte ich, dafs 
die gerade Linie A B in dem Punkte D halbirt werde, 

C 

Berods 4 Weil die Linie AC derCB 
gleich, und die C D gemeinfehaftlich ift, 
fo find die beyden AC, CD den beyden 
BC, CD ftückweife gleich, auch ift der 
Winkel ACD dem Winkel B CD gleich; . 
folglich ift auch (4. Saz) die Grundlinie A D u 




der 
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der Grundlinie BD gleich* Und mithin ift die gegebene 
begränzte gerade Linie AB in dem Punkte D balbirt. w, 

»• v. w. 

> • 

Ii. S a z. 

* I 
i — 

Aufgabe. Auf einer gegebenen geraden Li- 
nie, in einem auf ihr gegebenen Punkte, ein 
Loth aufzurichten. 

Es fey die gerade Linie AB, und in derfelbcn der 
Punkt C gegeben, und man foll in dem Punkte C ein 
Loth auf der A B aufrichten. 

F 

Auflöfung. Man neh- 
me in der Linie AC nach 
Belieben einen Punkt D an, 
und mache ( 3. Saz) die 
C E der C D gleich. Hier- 
auf errichte man auf der^ 
DE (1. Saz) ein gleichfei- ß 
tiges Dreyeck FD E, und liehe die FC, fo behaupte ich, 
dafs'die FC in dem gegebenen Punkte C auf der gegebe- 
nen geraden Linie AB lothrecht errichtet fey. 

Beweis. Weil die Linie CD der CE gleich, und die 
FC gemeinfehaftlich ift; fo find die beyden DC, CF den 
beyden EC, FC ftück weife gleich, auch ift die Grundlinie 
DF der Grundlinie EF gleich; folglich ift (8. Saz) auch 
der Winkel DCF dem Winkel ECF gleich, und diefc 
Winkel find Nebenwinkel. Wenn aber eine gerade Linie 
auf einer andern fo aufgeftellt ift, dafs fie mit ihr gleiche 
Nebenwinkel macht, fo ift (10. Erkl.) jeder der gleichen 
Winkel ein rechter. Folglich ift jeder der beyden Winkel 
DCF, FCE ein rechter. Demnach ift auf der gegebenen) 
geraden Linie A B , in dem auf ihr gegebenen Punkte C , 
die FC lothrecht errichtet worden, w. z. v. w. 
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Aufgabe. Auf eine gegebene unbegrenzte 
gerade Linie vob einem auffer ihr gegebenen 
Punkte ein Loth zu fällen. 

Es fey die gegebene unbegrenzte gerade Linie AB, 
und der gegebene, aufler ihr befindliche, Punkt C, und 
man foll auf die gegebene unbegrenzte gerade Linie AB, 
von dem auffer ihr gegebenen Punhte C, ein Loth fällen» 

Aufiöfung. Man nehme auf der andern Seite der Li- 
nie A B nach Belieben einen Punkt D an , und befchreibe 
aus dem Mittelpunkte C , und mit der Weite CD, (3. Ford.) 
einen Kreis EFG. 
Hierauf halbirc 
man (10. Saz. ) 
die Linie EG in 
dem Punkte H, 
und ziehe die Li- 
nien CG, CH, 
CE, lb behaupte 
ich, dafs auf die 
gegebene unbe- ^ 
gränzte gerade 
Linie A B von 
dem auffer ihr 
gegebenen Punk- 
te C das Loth CH gefällt worden fcy. 

Beweis. Weil die Linie GH der HE gleich, die HC 
aber gemeinfchaftlich ift, fo find die beyden GH, HC den 
beyden EH, HC ftückweisc gleich; auch ift ( 15. Erkl.) 
die Grundlinie CG der Grundlinie CE gleich; folglich iil 
(8. Sai.) auch der Vinkel CHG dem Winkel EHC gleich, 
und diefe Winkel find Nebenwinkel. Wenn aber eine ge- 
rade Linie auf einer andern fo aufgeteilt ift, dafs fie mit 
ihr gleiche Nebenwinkel macht, fo ift jeder der gleichen 
Winkel ein rechter, und die folchergeftalt aufgeftellte Linie 
heifst auf der andern lothrecht. Demnach ift, auf die ge- 
gebene unbegränzte gerade Linie AB von dem aufler der- 

fclben 
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felbcn gegebenen Punkte C das Loth CH gefällt worden, 
w, z. v. w, 

4 9 

\ 

13. Setz. 

Lehr/az. Wenn eine gerade Linie auf ei- 
ner andern fo aufgehellt ift, dafs he mit ihr 
Winkel macht, fo find diele Winkel entweder 
felbft zwey rechte, oder zwey rechten gleich. 

E« fey die gerade Linie A B auf der C D fo aufgehellt, 
dafs fie mit ihr die Winkel CBA, ABD mache, fo be- 
haupte ich, dafs diefe Winkel entweder felbft zwey rech- 
te, oder zwey rechten gleich feyen. 

Retveh. Denn wenn der Winkel CBA dem Winkel 
ABD gleich ift, fo find (10. Erkl.) beyde rechte. Ift aber 
dies nicht, fo errichte man (u. E 
Saz ) in dem Punkte B auf die 
Linie DC die EB lothrccht, fo 
find die Winkel CBE, E BD 
«wey rechte. Da nun der Win- 
kel CBE den beyden CBA, 
ABE gleich ift, fo find, wenn 
man auf beyden Seiten den Win J) m 
kel EBD hinzufezt, die Winkel 
CBE» E BD den drey Winkeln CBA, ABE, EBD gleich. 

Da ferner der Winkel DBA den beyden DBE, EEA 
gleich ift, fo find, wenn man auf beyden Seiten den Win- 
kel ABC hinzufezt, die Winkel DBA, ABC den drey 
Winkeln DBE, EBA, ABC gleich. Es ift aber gezeigt 
Worden» dafs auch die Winkel CBE, EBD den nämlichen 
dreyen gleich feyen. Dinge aber, die einem dritten gleich 
find, find einander felbft gleich. Folglich find die Winkel 
CBE, E BiD den Winkeln DBA, ABC gleich. Aber die 
Winkel CBE, EBD find zwey rechte; folglich find auch 
die Winkel DBA, ABC zwey rechten gleich. 

Wenn demnach u. f. w. w, z. e. w. 
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14. Saz. 

Lehrfaz. Wenn mit einer geraden Linie 
Tri einem Punkte derfelberi zwey andere gera- 
de Linien , die nicht nach einerley Seite zu 
liegen, Nebenwinkel machen, die zwey rech- 
ten gleich find; fß. liegen die beyden geraden 
Linien in einer geraden Linie an einander. 

Mit der geraden Linie .AB in dem Punkte ß derselbe* 
machen die beyden geraden Linien BC» BD> die nicht nach 
einerley Seite zu liegen, die A 
Nebenwinkel ABC, A BD 
iwey rechten gleich ^{o 
behaupte ich, dafs die ge- 
pde Linie B D mit der CB 
in einer geraden Linie liege« 

Beweis. Denn werm 
nicht die BD mit der BC_ 
in einer geraden Linie liegt, C 

fo liege <a. Ford.) die B B r - 

toit der B C in gerader Linie* Weil niin die gerade Linie 
AB auf der CBfi aufgeftcllt ift, fo find (13. Saz) die 
Winkel ABC ABE zwey rechten gleich Nach der Vor« 
ausfezung aber find die Winke] ABC, ABD zwey rech- 
ten gleich; folglich lind die Winkel C B A , ABE den Win- 
keln CBA, ABD gleich/ Man nehme auf beyden Seiten 
den Winkel ABC weg, fo ift der Reft ABE dem Refte 
ABD, das heifst, der kleinere dem gröflern , gleich, wel. 
ches unmöglich ift. Folglich liegt die gerade Linie BE 
nicht mit der B C in einer geraden Linie. Auf eben diefe 
Art kann dies aber von jeder andern geraden Linie, auf- 
fer der BD, gezeigt werden} Folglich liegt die BD mit 
4«r CB in gerader Linie. > 
Wenn demnach u. f. w. w. e. *, w» 

. . : IJ. ■ ' Set Z* ■ ? f« 

^ Lehrfaz/ Werin zwey gefade Linien ein- 
ander fchöeidön , <fo 1 machen TiÖ die Scheitel- 
winkel einander gleich. ; - 



■ 



*8 Evkklids Elemente, 

Die beyden geraden Linien j£jB, CD fchneiden einan- 
der in dem Punkt E , fo behaupte ich, dafs der . Winkel 
AEC dem Winkel D E B , und der Winkel CEß dem Win- 
kei AED gleich fey. * \ ' 

Beweis» Weil die gerade 'Uifle AB auf der CD auf« 
Seftcllt ift, und mit ihr die Wirikel CEA* AED maehf, 
fo find (13. Saz.) die Win- '• - ^ 

kei CEA, AED zwey ^ 
rechten gleich. Weil fer- 
ner die gefade Linie D E 
auf der AB aufgehellt ift 
und mit ihr die Winkel 
AED, D E B macht, fo find 
(1 3. Sai) die Winkel AED, D 
D E B zwey rechten gleich. 

Es ift aber gezeigt worden, dafs jdie ,Winkcl CEA» AED 
zwey rechten gleich feyen ; Folglich find die Winkel CEA, 
AED den Winkeln AED, DFB gleich. Man nehme auf 
beyden Seiten den gemcinfchaftlichcn Kinkel AED weg* 
fo ift der Reft CEA dem Refte B E D gleich. Auf eben 
die Art aber kann auch gezeigt werden, dafs die * Winkel 
CEB, DEA einander gleich feyen,. 

Wenn demnach u. f. w» w. *. e # w, 

■ - • *■»*.*,■ 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs, wenn gerade, Linien, 

4s> viel ihrer feyn mögen , einander fchnciden , die Winkel 

an dem Durcbfchnittspunkte vier rechten gleich feyen. 

. . » . . . . .' .i , . . . ..■« 




16. Saz. 



Lehrfiiz* An jedem Drpyecke ift, wenn maif 
eine feiner Seiten verlängert, f der äuffere >Wip- 
kei gröffer, aU jeder feiner innern Gegenwinkel. 

Es fey das Dreycck ABC, und man verlängere eine 
feiner Seiten, die, BC, bis nach D, fo behaupte fo(i, dafs 
der äiuTcre Winkel ACD gröffer (ey, als jeder /jeiijejf , in- 
Mfo Gegenwinkel C*A, BA^,,^. _ , rJiJ ,; u ' iw 

, d Beweis. 



Digitized by Google 



Erftes Buch. 



19 




Beweis, Man halbirc (10. pax,) die AC in dem Punk* 
te E , ziehe hierauf die BE, und verlängere fie bis nach 
F, To dafs die EF der A F • 

£ß gleich wird, als- 
dann ziehe man die 
FC» und verlängere 
die A C bis nach G. 

Da nun die AE 
der EC, und die BE i^r \/C 
der EF gleich ift, fo*' 
find v die beyden A E, 
EB den beyden CE» 
EF ftückweife gleich, 
loch ift der Winkel 
AE B dem. Winkel 

FEC (1$. Saz.) gleich, denn He find Sdieifel winke! ; folg- 
lich ift (4. Saz.) auch die Grundlinie AB der Grundlinie 
FC, und das ganze Dreyeck ABE dem ganzen Dreyecke 
FEC gleich» auch find in den beyden die übrigen Winkel. 
Welche gleichen Seiten gegenüber, einander ftückweife 
gleich; Folglich ift der Winkel BAE dem Winkel ECF 
gleich« Aber (9* Grundf.) ift der Winkel E C D größer, 
als der Winkel ECF; folglich ift auch der Winkel ACD 
groüer, als der Winkel BAE. Auf eben die Art kann, 
nun, wenn man die Linie BC halbirt» gezeigt werden, 
dafs auch der Winkel B CG, das ift (15. Saz.) der Win- 
kel ACD, gröfTer fey, als der Winkel ABC. 

-> 

Demnach ift an jedem Dreyecke u. f. w. w. r. e. w # 



17. Saz. 



Lehrfaz. In jedem Dreyecke find Jede 
zwey Winkel zufammeri kleiner , als zwey 
fechte. 

Es fey das Dreyeck A B C , fo behaupte ich , dafs jede 
avrey Winkel des Drcyecks ABC zufamatn kleiner feyen, 
al« awty rechte. 

, B • Be 
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Beweis, Man vtrlan- A 
gere (2. Ford.) die Seite 
BC nach D. Da nun 
A CD ein äuflerer Win- 
kel des Dreyecks ABC ift, 
fo ift er (1(5. Sa*.) g*öf- 
fer, als fein innerer Ge 
genwinkel ABC« Manfeze C 
zu beyden den Winkel , ; 

^CB hinzu, fo find die Winkel ACD, ACB gröfler, als 
die Winkel ABC, BC A. Aber die Winkel ACD, ACB 
find (13. Saz.) zwey rechten gleich > folglich find die Vfin* 
kel ABC» BCA kleiner, als zwey rechte. Eben fo kann 
auch gezeigt werden, dafs die Winkel B AC, ACB, wie 
auch die Winkel C AB, ABC kleiner, als zwey rechte, feyen. 

Demnach find in jedem Dreyecke u # f. w, w« z. c. w. 

L 

* * 

/ 5 > •') 1 ■ /v Lehrfaz. In jedem Dreyeckö liegt der gröf- 
feren Seite der gr ödere Winkel gegenüber. 

, ' Es fey das Drcyeck A B C, A 

in welchem die Seite AC gröf- 
fer, als die Seite AB fey, fo 
. behaupte ich, dafs auch der 
Winkel ABC gröfler fey , als 
4er Winkel BCA. 

Beweis. Da die Seite AC 
jgröfler ift als die AB, f? ma- 
che man (3. Saz.) die AD der ß : C 
AB gleich und ziehe die BD. 

Da nun der Winkel A D B ein äuflerer Winkel des Drey- 
ecks BDC ift» fo ift er (16. Saz.) gröficr, als fein inne- 
rer Gegenwinkel DCB. Aber ($. Saz.) ift der Winkel 
AD B dem Winkel ABD gleich, weil die Seite AB der 
A D gleich ift , folglich ift auch der Winkel ABD gröfler, 
als der Winkel ACB, und mithin ift noch vielmehr der 
Winkel ABC gröfler, als der Winkel ACB. 

Demnach liegt in jedem Dreyeckt u. f, w, w. 1. e. w. 

, 14. Saz* 
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19. Saz. 

Lehrfaz. In jedem Dreyecke liegt dem 
groffern Winkel die gröffere Seite gegenüber. 

Es fey das Dreyeck ABC, in welchem der Winkel 
ABC gröfler, als der Winkel BC A» fcy, fo behaupteich, 
dafs auch die Seite A C gröfler fey , als die Seite A B. 

Beweis. Denn wäre nicht die Seite AC gröfler, als fc 
die A ß , fo wäre fie entweder der A 8 gleich , oder klei- 
ner, als die AB. Aber gUich kann die AC der AB nicht 
feyn, denn fonft wäre (5. Saz.) auch der Winkel ACB 
dem Winkel ABC gleich. Dies A 
ift er aber nicht ; folglich ift 
auch die Seite AC der AB 
nicht gleich. Eben fo wenig 
aber ift die Seite AC kleiner, 
ah die AB; denn fonft wäre 
(18. Saz.) auch der Winkel 
ABC kleiner, als der Winkel 
ACB. Dies ift er aber nicht; folglich ift auch die Seite 
AC nicht kleiner als die AB. Es ift aber gezeigt worden, 
dafs fie ihr auch nicht gleich fey 5 folglich ift die Seite A C 
gröfler, als die AB« 

Demnach liegt in jedem Dreyecke u. f. w. w. z. e. w. 

1 < 

20. Saz. 

Lehrfaz. In jedem Dreyecke find jede zwey 
Seiten zufammen gröffer , als die dritte 

Es fey das Dreyeck ABC, fo behaupte ich, dafs in v 
dem Dreyecke ABC jede zwey Seiten zufammen gröfler 
feyen, als die dritte, nämlich die BA, AC gröfler als BC, 
die Aß, B C gröfler als A C, und die H C, C A gröfler als A B. 

Beweis. Man verlängere die Seite BA nach D, ma- 
che (3. Saz.) die D A der C A gleich , und ziehe die D C. 
Da nun die DA der A C gleich ift, fo ift (5. Saz.) auch 
der Winkel ADC dem Winkel ACD gleich. Es ift aber 
(9. Grundf.) der Winkel BCD gröfler, als der Winkel 
ACD, fplglich ift auch der Winkel BCD gröfler, als der 

Win- 
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Winkel ADC Weil ' D 

nun in dem Drcyecke / 

D C B der Winkel B C D / 

fcröflVr ift, als der Win- 

kel BDC, und (19. ' A/ 

Saz.) dem gröffern Win- * 

kel auch die größere 1 yr >w 

Seite gegenüberliegt, fo 

ift die Seite D B größer, f 

als die BC. Es ift aber ■ ■ ^ * C 

die Seite B D den Seiten 

A B , A C gleich ; folglich find die Seiten B A , A C zufammca 
gröfler, als die B C. Auf eben diefe Art aber kann auch ge- 
zeigt werden, dafs die Seiten A B, BC znfamuien gröfler, als 
die CA, und die BC, CA zufammen gröf&r, als die A B feyen. 
Demnach find u* f. w. w, z. e, 

1 

21. Saz. 

Lehrfaz. Wenn in den Endpunkten einer 
von den Seiten eines Dreyecks innerhalb deffel- 
ben zwey gerade Linien aufgeftellt werden , fo 
Jind diele zwar kleiner, als die zwey übrigen 
Seiten des Dreyecks , fcfilieffen aber einen gröf- 
fern Winkel ein. * , 

Es feyen in den Endpunkten B, C einer von den Sei- 
ten BC des Dreyecks ABC innerhalb delfclben die zwey 
gerade Linien BD, DC aufgeftellt, fo behaupte ich, dafs 
die Linien feD, DC zwar kleiner feyen, als die zwey übri- 
gen leiten BA, AC des Dreyecks., aber einen Winkel BDC 
einfchliefTcn , der gröfler fey, als der Winkel BAC. 

Remeis m Man verlängere die Linie H D nach E» - Da nun 
(20. Saz.) in jedem Dreyecke jede zwey Seiten zufamtuen 
gröfler find, als die dritte, fo find die zwey Seiten AB, A E 
des Dreyecks AB E gröfler , als die dritte B'E. Seit man Silfo 
beyderfeits die Linie EC hinzu, fo find die Seiten BA, A C 
gröffer, als die Linien BE, |C Da ferner in dem Dreyecke 
CED die zwey Seiten CE, ED gröfler find, als die Seite 
CD, fo find, wenn man beyderfeits die DB hinzufezt, die 
Linien CE, EB gröfler, als die CD, DB« Aber von den 

Sei* 

4 

* 

I 

» 
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len BA, AC XA gezeigt 
worden , dafs fie größer 
feycn 9 als die Linien BE» 
$C; folglich find noch viel- 
mehr die B A , A C größer, 
als die BD DG Da fer- 
ner (i5. Saz.) an federn 
Dreyecke der äußere Win- 
kel größer Ift , als fein in- 
nerer Gegenwinkel , fo ift B 
der Winkel BDC an dem 

Dreyecke CDE, als äußerer Winkel, größer, als der Win* 
kel C E Ö. Aus eben dem Grunde aber ift der Winkel C E B, 
als äußerer Winkel an dem Dreyecke ABE, größer, alsder 
Winkel B A C. Es ift aber gezeigt worden , daft der Winkel 
BDC großer fey, als der Winkel CEB ; folglich ift der Win- 
kel BDC noch vielmehr; größer,, als der Winkel B AC. 
Wenn demnach in den 'Endpunkten u. f. w. w. *.e. 



1%. Saz. 



Aufgabe. Aus drey geraden Linien, we 
drey andern gegebenen , von denen jede zwey 
zufapimen gröffer, als dritte, find, ftückweife 
gleich fttyen, ein Drey eck zu erribtiten. 

Es fey en die drey gegebenen geraden Linien A, B, C, 
vori denen' jede zwey zufamuien größer, als die dritte, fey- 
en, nämlich die A und fc zufararaeri größer, als C, die A und 
C fufammehi größer, alsB, und die B und C aufammen göf- 
fer, als A: mau foll aus drey geraden Linien, welche den 
dreyen A, B, C gleich feyen, ein Dreyeck ^reichten* 

Auftöfung. Man ziehe die an D hegränzte, nach E sü 
aber unbegränzte gerade Linie DE, und mache (3. Saz.) 
die DF der A, die FG der B, die GH der C gleich. 
Hierauf befchreibe man aus dem Mittelpunkte F, mit der 
Weite FD. (3. Ford.) den Kreis DKL und aus dem Mit- 
telpunkte G, mir der Weite GH, den Kreis KLH, und 
ziehe die Linien KF, KG, fö behaupte ich dafs das Dreyr 
eck KFG aus drey Linien errichtet fey, welche den gege 
benen A, B, C gleich feyen. 



Euklids Elemente. 




Beweis. Weil 
der Punkt F des 
K reifes D KL Mit- 
telpunkt ift» fo ift 
(15. Erkl.) dieLi- 
tue FD der FK 
gleich. Aber die 
Linie FD ift der 
Linie A gleich; ^ 
folglich ift auch q 
die K F der A 

gleich. Öa ferner f 
der Punkt G des Kreifei LKH Mittelpunkt ift» fo ift die 
Linie GH der G K gleich. Aber die Linie G H ift der C 
gleich; folglich ift auch die KG der C gleich. Außerdem 
ift die FG der B gleich; folglich find die drey Linien KF, 
FG, GK den drey gegebenen A, B, C gleich. 

Demnach ift aus den drey Linien KF, FG, GK» wel- 
che den drey gegebenen A, B, C gleich find, das Dreyeck 
K FG errichtet worden, w. z. v. w. 

23. S a z. 

Aufgabe. An eine gegebene gerade Linie 
und einen in ihr gegebenen Punkt einen geradli- 
nigen Winkel zu fezen, der einem gegebenen 
geradlinigen Winkel gleich fey. 

Es fey die gegebene gerade Linie AB, und der in ihr 
gegebene Punkt A, der gegebena geradlinige Winkel DCE|; 
und man foU an die gegebene gerade Linie A B und den in 
ihr gegebenen Punkt A einen geradlinigen Winkel fezen, 
der dem gegebenen geradlinigen Winkel DCE gleich fey. 

Außöfung. Man nehme auf den beyden CD, CE nach 
Belieben die Punkte D, E an» und ziehe die DE. Hierauf 
errichte* man (22. Saz«) aus drey Linien» welche den dreyen 
CD, CE, DE gleich feyen, das Dreyeck AFG fo, dafs die 

C D der A F, die C E der A G, und die D E der FG gleich fey. 

i 
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Beweis. Da die bcyden 
DC, CE den beyden FA, AG 
ßtkk werfe gleich find» auch 
die Grundlinie DE der Grund» 
Jime PG gleich ift, fo ift (g. 
Sat.) auch der Winkel DCE 
dem Winkel FAG gleich. 

Demnach .ift, an die gege- 
bene gerade Linie Aß, und 
den in ihr gegebenen Punkt A, 
ein geradliniger WinkeJ FAG 
gefezt worden» der dem gege- 
benen geradlinigen Winkel 
DCE gleich ift, w. z. w. 

■ 

Lehr/az. Wenn in zwey Dreyecken zwey 
und zwey Seiten einander ftückweife gleich find, 
aber der von den gleichen Seiten eingefchloffene 
Winkel in dem einen gröffer ift, als in dem au- 
dern , fo ift auch die Grundlinie des einen gröf- 
ler, als die Grundlinie des andern. 

Es feyen die zwey Dreyecke A B C> D EF in welchen 
die wy Seiten AB, AC den zwey Seiten DE, DF ftück- 
weife gleich feyen, die Seite AB, nämlich der DE und die* 
AC der DF, aber der Winke) B A C fey größer, als der 
Winkel EDF, fo behaupte ich, dafs die Grundlinie BC 
größer fey, als die Grundlinie EF. 

Beweis. Weil A D 
der Winkel BAC 
gröfler ift, als der 
Winkel EDF, fo 
feie man (a^.Saz.) 
«n den Punkt D 
der Linie DE einen 

Winkel E DG, der I \ ^ ; G 

dem' Winkel B A,C sß l \ q 

gleich fey , mache 

<3- Saz.) 
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(3. Saz.) die DG der AC oder DF gleich, und liehe all» 
dann die GE und FG. Da nun die AB der DE, und die 
AC der DG .gleich ift, To find die beyden BA, AC den 
beyden HD, DG ftiiekweife gleich; nun ift auch der Win- 
kel B AC dem Winkel EDG gleich; folglich ift ( 4. Sai.) 
auch die Grundlinie BC der Grundlinie EG gleich. Da 
ferner die DG der DF, und (c. Sa*.) der Winkel DFG 
dem Winkel DG F gleich ift, fo ift der Winkel DFG gröf- 
fer , als der Winkel E G F , und folglich ift noch vielmehr 
der Winkel EFG größer, als der Winkel EG F. Da non 
in dem Dreyeckc EFG der Winkel EFG größer ift, all 
der Winkel EG F, aber (10. Sar.) dem gröflern Winkel 
die größere Seite gegenüber liegt, fo ift die Seite EG 
größer, als die Seite BF. Aber die Seite EG ift der BC 
gleich; folglich ift die Seite BC größer, als die EF„ 

Wenn, demnach in xwey Dreyeckcn u. f. w. w, z. e. w. 



25. S a z. * : 

Lehr fax. Wenn in zwey Drezecken zwey 
und zwey Seiten einander ftückweife gleich fioa, 
aber die Grundlinie des einen gröJ ffer ift, ab 
die Grundlinie des andern , fo ift auch der von 
den gleichen Seiten eingefchlöffene Winkel io 
dem eineii gröffer, als in dem andern. 

Es feyen zwey Drcyecke ABC, DEF, in welchen die 
»wey Seiten AB, AC den zwey Seiten DE, DF ftückwei* 
fe gleich feyen, die Aß nämlich der DE, und die AC der 
DF, die Grundlinie BC aber fey größer, als die Grundli 
nie EF, fo behaupte ich, dafs auch der Winkel BAC 
größer fey, als der Winkel EDP. 

Beweis. Wäre der A D 

Winkel BAC nicht gröf- 
fer, als der E D F , fo wä- 
re er entweder ihm gleich, 
oder er wäre kleiner» Aber 
gleich ift der Winkel BAC 

dem E D F nicht» denn fonft £ I f f ^ y 
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wäre (4. Saz.) die Grundlinie BC der EP gleich« Die* ift 
ße aber nicht ; folglich ift auch der Winkel B A C dem 
EOF nicht gleich. Eben To wenig aber ift der Winkel 
BAC kleiner, als der EDF, denn fonft Wäre (14. Saz.) die 
Grundlinie BC kleiner, als die EF. Dies ift (ie aber nicht! 
folglich ift auch der Winkel BAC nicht kleiner, als der 
EDF. Es ift aber gezeigt worden, dafs er ihm auch nicht 
gleich fey 5 folglich Ift der Winkel BAC größer, als der EDF* 

, Wenn demnach in zwey Dreyecken u. C w. u c. W. , 

26. Saz. 

Äjehrfaz* Wenn in zwey Dreyecken zwey 
und zwey Winkel einander ftückweife gleich 
find , und es ift auch eine Seite des einen einer 
Seite des andern gleich, fie mag nun an den glei- 
chen Winkeln oder einem derfelben gegenüber 
liegen, fo lind auch die übrigen Seiten iü bey- 
den Dreyecken einander ftückweife gleich, und 
der dritte Winkel des einen ift dem dritten Win* 
kel des andern gleich. 

Es feyen zwey Dreyecke ABC, DEF, in welchen die 
zwey Winkel ABC, BCA den zwey Winkeln DEF, EFD 
ftückweife gleich feyen, der ABC nimlich dem DEF» und 
der BCA dem EFD, auch fey eine Seite des einen einer 
Seite des andern gleich, und zwar rrßlich diejenige, welche 
an den gleichen Winkeln liegt, nämlich die Seite BC fey 
der EF gleich, fo behaupte ich, dafs auch die übrigen 
Seiten in beyden einander ftückweife gleich feyen, die AB 
nämlich der DE, und die AC der DF, wie auch, dafs 
der übrige Winkel BAC dem EDF gleich fey. 

Beweis. Wäre die Seite AB der DE ungleich, fo 
tnüfstc die eine von beyden gröfter, als die andere, feyn. 
Es fey AB die größere; man mache (i.Stz.) die GB* der 
DE gleich, und ziehe die GC» 

Da nun die Seite BG der DE, und die Seite BC der 
EF gleich ift, fo find die beyden BG, BC den beyden DE, 
E F ftückweife gleich, auch ift der Winkel G B C dem Winket 

* . ■ , * DEF 

> 

- 1 
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© E F gleich ; folglich ift 
(4t Sa*.) auch die Grund- 
linie GC der Grundlinie 
DF, Und das ganze Drey- 
eck G B C dem ganzen. Drey- 
eche D E F gleich , auch find , 
in beyden die übrigen Win- 
Jccl , welche gleichen Seiten ß 
gegenüber liegen einander H CE 

ftückweife gleich. Es ift alfo der Winkel GCB dein Win- 
kel pFE gleich« .Es ift aber angenommen» der Winkel 
D FE fey dem Winkel B CA gleich $ folglich ift auch der 
Winkel BCG dem Winkel BCA, das heifst, der kleinere 
dem gröflern, gleich, welches unmöglich ift. Demnach ift 
die Seite AB der DE nicht ungleich, alfo gleich« Die Seite 
BC aber ift der EF gleich, mithin find die zwey Seiten AB, 
•BC den zwey Seiten DE, EF ftückweife gleich, auch ift der 
Winkel A B C dem Winkel D E F gleich ; folglich ift (4. Saz.) 
auch die Grundlinie AC der Grundlinie DF, und der übrige 
Winkel BAC dem übrigen Winkel EDF gleich. 

Es feyen nun zweytens in beyden Dreyecken die Seiten» 
welche gleichen Winkeln gegenüber liegen, einander gleich, 
die AB nämlich der DE: fo behaupte ich, dafs auch in die- 
fem Falle die übrigen Seiten beyder einander ftückweife gleich 
feyn werden , die A C nämlich der D F , und die B C der E F» 
wie auch, dafs der dritte Winkel ß A C des einen dem dritten 
Winkel EDF des andern gleich feyn werde. 

Denn wäre die BC der EF ungleich, fo müfste eine von 
beyden größer, als die andere, feyn. Es fey alfo, die Mög- 
lichkeit angenommen, die BC die größere, fo mache man 
(3. Saz.) der EF die BH gleich, und ziehe die AH. 

Da nun die BH der EF» und die AB der DE gleich ift, 
fo find die zwey Seiten AB, BH den zwey Seiten DE, EF 
ftückweife gleich, auch fchlicffen fie gleiche Winkelein; folg- 
lich ift (4. Saz.) auch die Grundlinie A H der Grundlinie D F, 
und das ganze Dreyeck ABH dem ganzen Dreyeckc DEF 
.gleich, auch find in beyden die übrigen Winkel, welche 
'gleichen Seiten gegenüberliegen % einander ftückweife gleich; 
V folg- 
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folglich ift der Winkel BH A dem Winkel EFD gleich. Der 
Winkel EFD aber ili dem Winkel BC'A gleich; folglich ift 
auch der Winkel BHA dem Winkel BGA,' das heifst, der 
iuffere Winkel des Drcyccks A HC feinem innern Gegenwin- 
kel, gleich, welches (it. Saz) unmöglich ift« Die BC ift al- 
fo der E F nicht ungleich 9 folglich gleich. Es ift aber auch 
die AB der DE gleich; Demnach* find die zwey Seiten AB, 
BC den zwey .Seiten DE, EF ftückweife. gleich ; auch fchlref- 
fen fie gleiche Winkel ein; folglich ift (4/ -Saz,) auch 
Grundlinie ACf der Grundlinie DE, und das ganze DrcyWfc 
ABC dem ganzen Dreyccke DEF , wie auch der übrige Win« 
kel B A C dem übrigen Winkel EDF gleich; 

Wenn demnach in zwey Drey ecken u. f. w. w, z. e» W« . 

27. Saz. 1 k 

.. .. ^ ... 

Lehrfäz. Wenn zwey gerade Linien von 
einer dritten fo gefchnitten werden , dafs fie die? 
Wechfelwiokel einander gleich macht, To fi'ntf 
die beyden geradeu Linien einander parallte}: ^ 

Die zwey gerade Linien A B , C D Werden von der drjk-. 
ten EF fo gefchnitten, dafs fie die Wcchfelwinkel AErV 
EFD einander gleich mache ; fo behaupte ich, dafr die 
Linie AB der CD parallel fey. "» f.-.. * 

Beweis. Denn wäre fie ihr nicht parallel, fo mülatetf 
die zWey Linien Aß, CD verlängert -entweder an deiSeit# 
BD oder an der Seite AC zufemmentreffeh. • Man verlängere* 
fie alfo, und fie treffen an der Seite B D in dem Punkte G iu-t 
faqmien. Nun iflL 
(16. Saz.) der äuf- 
fere Winkel AEF 
desDreyecks EG F 
gröflerrals fein in- 
nerer Gegenwin- / -F . ü t i 

kel EFG, aber / - 

nach der Vorausfezung ift er diefem auch gleich, welche» 
unmöglich ift{ folglich treffen die Linien AB, CD verlängere 
an der Seite B D nicht zufammen. Eben fo kann aber ge» 
fccigt werden» dafs fie auch an der Seite AC nicht zufammen 

tref- 
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treffen* Gerade Ltmen aber » die an keiner von beyden 
Seiten zufanimen treffen» find (35, Erkl.) parallel; folglich 
die AB der CD parallel. 



Wenn demnach zwey gerade Linien u. f. w» w. z. e, w. 

I * ' J . • er " ' v J * 

< j , , 2g. O az m 

Lehrfaz. Wenn zwey gerade Linien voa 
einer dritten fo gefchnitten werden , dafs de* 
Suffere Winkel feinem innern an einerley Seite 
liegenden Gegenwinkel gleich ift, oder die bey- 
den innern an einerley Seite liegenden Winkel 
<wey fechten gleich find, fo find die beyden ge- 
raden Linien einaoder parallel. 

Die 2wey gerade Linien AB » CO -W erden von der drit- 
ten EF.fo gefebnitten , dafs der äuflere Winkel EGB feinem, 
innern an einerley Seite liegenden Gegenwinkel GHD gleich 
<ey, oder die. beyden innern an e.inerley Seite liegende!} 
Winkel BGH, GHD 2wey rechten gleich feyen; fo behaupte 
ieji, dafs die Linie AB der CD parallel fey. 

Beweis. Weil der Winkel EGß dem GH D, aber (i>V 
Sai.) der Winkel EGB dem A G H gleich ift » fo ift auch de* 
Winkel AGH dem E 
£HD gleich, und die* \ G 

fe find Wechfelwinkel ; A V ■ ■ r 

folglich rft (17. Saz.) .". : \ 
die AB der CD paral- q ' \ "' D 

lel. Ferner da die Win- % & \ 

kel BGH, GHD und ~'~ * F ' 

(i£ Saz.) auch die Winkel AGH, BGH zwey rechten 
gleich find, fo find die Winkel AG«, BGH den Winkeln 
BGH, GHD gleich. Nimmt man alfo auf beyden Seiten 
den Winkel BGH weg» fo ift der Reft AGH dem Reftft 
GHD gleich» und diefe find Wech^l winket : folglich ift 
wiederum (27« Saz.) die AB der CD parallel« 

Wenn demnach zwey getade Urica u. C w, w. z. c. w # 
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29. S a z. 

Lehrfaz* Wenn zwey parallele Linien von 
einer dritten gefchnitten werden , fo machtr:diefe 
die Wechfelwinkel einander gleich, den auITem 
Winkel feinem, innern an einerley Seite liegen- 
den Gegeuwinkel gleich, und die beyden innern 
an einerley Seite liegenden^ Winkel zwey rech- 
ten sMch^ , 

Die zwey^parallde Linien AB,C D werden von der drifc. 
len E F* gefctjniuen , fo behaupte ich , dafs diefe die Wechfel- 
winkel AGH, GHD einander gleich, den äuflern Winkel 
EGB feinem innern, an einerley Seite liegenden, Gegenwiq- 
ke] G H D gleich , und die beyden innern an eiuerley Seite 
liegenden Winkel BGH, GHD zwep rechten, gleich mache. 

Beweis. Wäre der ?? 
Winkel AGH dem 
(1HD ungleich, fo A - 
müfsce einer von bey- 
den größer , air der an- Q 
dere, feyn. £s fey nun _ 
AGH der groffere. 
pa alfo AGH grauer 
ul, als GHD, fo feie man zu beyden den Winkel EG H 
bimu, und es find die Winkel AGH, BGH gröfler, al* 
die Winkel BGH, GHD. Aber (13. Saz.) find die Win- 
kel AGH, BGH zwey rechten gleich; folglich ünd die 
Winkel BQH, GHD kleiner, als zwey rechte« Geradf 
Linien aber, die von einer dritten fo #r gcfchnitten werden» 
dafs die beytfen Innern an einerley Seite der febneidenden 
Linie liegenden Winkel kleiner, als zwey rechte, find, tref- 
fen, fo weit, als nöthig ift, verlängert, au eben der Seite 
zufammen ( ij». Grundf. ) Die 1 geraden Linien AB, CD 
aber treffen nicht zufammen, weil fie, nach der Vorausfe« 
zung, parallel find; demnach ift auch der Winkel AGH 
dem GHD nicht ungleich, folglich gleich. 

Der Winkel AGH aber ift (.i 5. Sat.) dem Winkel EGB 
gleich; folglich ift auch der Winkel EGB de» GHD ejkkfcj 

Man 
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Man feie tuf bcyden Seiten den Winkel BGH hinzu, 
fo find die Winkel EGB, BGH den Winkeln BGH, GHD 
gleich. Aber die Winkel EGB» BGH find (13. Saz.) zwey 
fechten gleich; folglich find auch die Winkel BGH, GHD 
twey rechten gleich. 1 

Wenn demnach zwey parallele Linien u. C w. w. z«c. w. 

. - v ' - 50. • • Saz. 

Lehrfaz. Gerade Linien , die einer dritten 
prallel lind, find einander felbit parallel. 

Es feyen die beyden geraden Linien AB,, CO der E£ 
parallel, fo behaupte ich, dafs auch die AB der CD parat* 
lel fey. 

Beweis. Die drey Linien A B , C D , E F werden von der 
Linie G K gefchnitten. Da nun die zwey Parallelen A ft, 
EF von der Linie' GK gefchnitten werden, fo ift (29, Saz.) 
der Winkel A GH dem Winkel G HF gleich. Ferner, da die 
*wey Parallelen E F, n / 

CD von der Linie GR j , / jT 

gefcFmtten werdeij* fo R / -g 

ift (29. Saz.) der Win- jg 1 1 / F 

kel G H F dem Winkel 4 
GKD gleich. Es ift C~ 
aber gezeigt worden, 
dafs der Winkel AGK ' 
dem Winkel GH F gleich fey; folglich find auch die Winkel 
A6R, GKD einander gleich , und diefe find Wcchfelwin? 
kel ; folglich ift (27. SaZ.) die Linie A B der C D parallel. . , 

Demnach find zwey gerade Linien u. f, w, w. z. e. w, 

31; Saz. 1 

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt 
mit einer gegebenen geraden Linie eine 'Par- 
allele zu ziehen. , • : 

Es fey der gegebene Punkt A, die gegebene gerade 
Linie BC, man foll durch den Punkt A mit der BC eine 
Parallele ziehen. . U ^ : \ 

Auf- 
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m ■ 

Aufiöfung. Man nehme m der Linie BC nach Belieben 
einen Punkt D an» ziehe die AD, ond feie an den Pnnkr A 
der Linie A D (23. Saz.) «einen Winkel DAE, der dem Win- .. 
kel ADC gleich fey. Hierauf verlängere man die A E in 
gerader Richtung bis nach f. 

Beweis. Weil mit , A 

den zwey geraden Li» 
nien B C , E F die driN 
te fch neidende A D 

gleiche Wcchfel Winkel _____ 
EAD, ADC macht, D 
fo ift (27. Saz.) die E F der B C parallel. 

Demnach ift durch den gegebenen Punkt A mit der ge- 
gebenen geraden Linie fiC die EAF parallel gezogen wor- 
den, w, aVv. W. 

■ * 32. -Saz. 

JLehrJaz. In jedem Dreyecke ift, wenn 
man eine feiner Seiten verlängert, der äuffere 
Winkel feinen zwey innern Gegenwinkeln, und 
die drey innern Winkel des Dreyecks find zwey 
rechten gleich. 

Es fey das Dreyeck ABC» und eine feiner Seiten werde 
verlängert nach D, fo behauet* ich, dafs der äuffere Win- 
kelACDdcn beyden innern Gegenwinkeln CAB, ABC 
und dafs die drey innern Winkel ABC, B CA, CA B dea 
Dreyecks zwey rechten gleich feyen. , 

Beweis. Man 2iehe • 
(31. Saz«) durch den Punkt 
C mit der AB die CE par- 
allel. Da nun die A B der 
CE parallel ift, und dabey» ^ 
de von der dritten A C ge« 

■ 

fchnitten werden, fo find 

(19. Saz.) die Wechfelwinkel BAC, ACE einander 
Da ferner die AB der CE parallel ift, und beyde von der 
dritten BD gefchnitten werden, fo ift der äulfere Winkejl 
ECD dem innern Gegenwinkel ABC gleich. Es ift aber 

C auch 
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auch gezeigt worden, dafs der Winkel ACE dem Winkel 
»AC gleich fey, folglich ift der ganze äuflere Winkel ACO 
den beyden innern Gegenwinkeln B A C , ABC gleich. Man 
,feze zu beyden den Winkel ACB hinzu, fo find die Win- 
kel AC D, ACB den drey Winkdn ABC, B CA, GAB gleich. 
Aber die Winkel A CD, ACB find (13. Saz.) zwey rechten 
gleich ; folglich find auch die Winkel ACB» CBA, C AB zwey 
rechten gleich« 

Demnach ift in jedem Dreyecke ü. f. w. w. z, e. w, 

33. Saz. 

Lehrfaz. Gerade Linien , welche die End- 
punkte zweyer gleichen und parallelen Linien 
an einerley Seite mit einander verbinden , find 
felbft gleich und parallel. 

■ 

Es feyen die zwey gleiche und parallele Linien AB, CD 
und ihre Endpunkte werden an einerley Seite von den Li* 
tuen AC, BD verbunden, fo behaupte ich» dafs auch die 

AC» BD gleich und parallel feyen. i 

* 

Beweis. Man ziehe die B C. 
Da nun die ab der c D parallel 
ift, und beyde von der dritten B C 
gefchnitten werden, fo find (29. 
Saz.) die Wechfelwinkel ABC, 
BCD einander gleich. Da fer- D 
ner die AB der C D gleich, und die 

BC gemeinfchaftlfch ift, fo find die beyden AB , B C den bey- 
den CD, BC ftückweife gleich, auch ift der Winkel ABC 
dem Winkel bcd gleich; folglich ift (4, Saz.) auch die 
Grundlinie AG der Grundlinie BD, und das ganze Drey eck 
ABC dem ganzen Dreyecke BCD gleich, auch find in bey- 
den die übrigen Winkel , welche gleichen Seiten gegenüber 
liegen , einander ftückweife gleich ; folglich ift der Winkel 
ACB dem Winkel CBD gleich. Da nun mit den zwey ge- 
raden Linien AC, BD die dritte fehneidende BC gleiche 
Wechfelwinkel ACB» CBD macht , fo ift % (27. Saz.) die 

AC 
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AC der BD parallel. £s ift aber auch gezeigt worden, 
dafr fie ihr gleich fey # 

Demnach find zwey gerade Linien u. f. w« w. z. e. w. 

Lehrfaz> Die Gegenfeiten und Gegenwin- 
kel der Parallelogramme find einander gleich, . 
auch werden fie von der Diagonale halbirt. 

Es fey das Parallelogramm ACDB» deften Diagonale 
BC, fo behaupte ich» dafs die Gegenfeiten und Gegenwin- 
kel des Parallelogramms ACDB einander gleich feyen , und 
dafs die Diagonale BC daflelbe halbire. 

Bewth. Da die AB der CD B A 
parallel ift, und beyde von der Li- 
nie B C gefchnitten werden, fo find 
(29. Sai ) die Wcchfelwinkel ABC, 
5 c D einander gleich. Da ferner 
die aC der BD parallel ift, und Ö C 
beyde vou der B C gefchnitteh wer- 
den fo find die Wech fei winket acb, CBD einander gleich) 
Demnach find in den zwey Dreyecken ABC, CBD, die 
Zwey Winkel ABC, BCA den zwey Winkeln BCD, CBD 
ftückweifc gleioh , auch ift eine Seite des einen einer Seite 
des andern gleich, nämlich die an den gleichen Winkeln 
liegende und beyden gemeinfehaf fliehe BC; folglich find 
(26. Saz.) auch die übrigen Seiten in beyden einander 
ftückweifc gleich , und der dritte Winkel des einen ift dem 
dritten Winkel des andern gleich. Es ift alfo die Seite A B 
der CD, die Seite AC der BD, und der Winkel bac 
dem Winkel BDC gleich. Und weil der Winkel ABC 
dem Winkel BCD, der Winkel CBD aber dem Winkel 
ACB gleich ift, fo ift der ganze Winkel ABD dem gan- 
zen Winkel A C D gleich. Es ift aber auch gezeigt wor- 
den, dafs der Winkel BAC dem Winkel BDC gleich fey; 
folglich find die Gegenfeiten und Gegenwinkel der Paralle- 
logramme einander gleich« 

Ich behaupte femer, dafs die Diagonale diefelbigen 
haibire. 

C 2 Demi 
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Denn weil die AB der C D gleich , und die B C geniein. 
fchaftlich ift, To find die beyden AB, BC den beyden DC 
C B ftückweife gleich , und der Winkel ABC ift dem Winkel 
B C D gleich ; folglich ift (4. Saz.) auch die Grundlinie A C 
der Grundlinie BD, und das ganze Dreyeck ABC dem 
ganzen Drtyecke B c D gleich ; und mithin halbirt die Dia- 
gonale B C das Parallelogramm acdb« w. z. cy w. 

35. Saz. 

■ * 

Lehrfaz. , Parallelogramme auf einerley 
Grundlinie und zwifchen einerley Parallelen 
ßnd einander gleich. 

Es feyen die Parallelogramme abcd, EBCF auf ei* 
ncrley Gruudlinie BC, und zwifchen einerley Parallelen 
AF, BC, fo behaupte ich, dafs das Parallelogramm ABCD 
dem Parallelogramme ebcf gleich fcy. 

Beweis* Weil AB CD- ein Parallelogramm ift, fo ift 
(34. Saz.) die A D der B c gleich« Aus eben dem Grunde aber 
ift auch die E F der B c'gleich, folglich ift auch die A D der E F 
gleich , auch ift die Df? gemeinschaftlich; folglich ift (2. 
.Grumif.J die ganze ae der ganzen DF gleich» Es ift aber 

(34. Saz.) auch die AB der DC A D E F 

gleich folglich find die beyden 
EA, AB den beyden FD, DC 
ftückweife gleich, auch ift (29. 
Saz.) der Winkel FDC, als äuf- 
ferer W T inkel, feinem innern 

- 

Gegenwinkel EAB gleich; folg- 
lich ift (4; Saz.) auch die Grund- 
linie EB der Grundlinie FC,, 
und das ganze Dreyeck EAB 
dem ganzen Dreyecke FDC gleich« Nimmt mau nun auf 
beyden Seiten das gemeinfehaftliche DGE weg, fo ift (3. 
Grundf.) der Reft ABGD dem Refte EGCP gleich. Sezt 
man auf beyden Seiten das gemeinfehaftliche Dreyeck GBC 
hinzu , fo ift das ganze Parallelogramm Ali C D dem gan- 
zen Parallelogramme EBCF gleich. 

Demnach find Parallelogramme u. f. w. w. z. u w. , 

36. Saz» 

■ 
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36. Saz. 

Lehrfaz. Parallelogramme auf gleichen 
Grundlinien und zwifchen einerley Parallelen 
find einander gleich. 

Es feyen die Parallelogramme AB CD, EFGH auf 
gleichen Grundlinien BC, FG und zwifchen einerley Par- 
alielen AH, BG, fo behaupte ichi dafs das Parallelogramm 
AB CD dem Parallelogramme EFGH gleich fey. 

Beweis. Man ziehe die BE, GH. Da nun die BC der 
FG, die FG aber der EH gleich ift, fo iQ auch die BC der 
EH gleich; fie find aber auch parallel, und beyde werden 
von den Linien BE, CH verbun- AD EH 
den. Linien aber, die gleiche und 
parallele Linien -an einerley Seite 
verbinden, find (23. Saz.) felbft 
gleich und parallel ; folglich find y\ 
die EB, CH gleich und parallel, / | 

und es ift EBCH ein Parallelo- ß q p ^ 

gramra, und (35. Saz.) dem Par- 
allelogramme ABCD gleich, denn es hat mit ihm einerley 
Grundlinie B C , und ift zwifchen einerley Parallelen B C» 
A H. Aus eben dem Grunde aber ift auch das Parallelogramm 
EFGH dem EBCH gleich; folglich ift auch das Parallelo- 
gramm ABCD dem EFGH gleich. 

Demnach find Parallelogramme u, f. w. w. z, e, w» 

37. Saz. 

Lehrfaz. Dreyecke auf einerley Grund- 
linie und zwifchen einerley Parallelen find ein- 
ander gleich« 

Es feyen die Dreyecke ABC, DB c auf einerley Grund- 
linie B C und zwifchen einerley Parallelen AD, BC, fo 
behaupte ich» dafs das Drcyeck ASC dem Dreyecke DBC 
gleich fey. 

Beweis. Man verlängere die A D auf beyden Seiten 
nach E, F Und ziehe (3!. Saz.) dnreb B der CA die B E, v 
und durch C der B D die C F parallel, Bcyde Figuren E B C A, 

DB 
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DBCF find alfo Parallelogramm E 
nie trnd (37. Saz. ) einander 
gleich» denn fie find auf einer- 
Jey Grundlinie BC, und zwi- 
fchen einerley Parallelen BC, 
EF. Auch ift das Dreyeck ABC 
die Hälfte des Parallelogramms 
EBCA, denn es wird (34. Saz.) 
von der Diagonale AB halbirt, und das Dreyeck DB C ift 
die Hälfte des Parallelogramms DBCF, denn es wird von 
der Diagonale D C halbirt. Aber von gleichen Dingen find 
auch die Hälften einander gleich; folglich ift das Dreyeck 
ABC dein Dreyecke DBC gleich. 

Demnach find Dreyecke u. f. w\ w. z. e. w. 

p * * 

38. $az. 

Lehrfaz. Dreyecke auf gleichen Grund- 
linien und zwifchen einerley Parallelen find 
einander gleich, 

Fs fryen die Dreyecke ABC, DBF auf den gleichen 
Grundlinien BC, EF und zwifchen einerley Parallelen BF, 
AD, fo behaupte ich, dafs das Dreyeck ABC dem Drey- 
ecke DEF gleich fty. 

Beweis. Man verlängere die AD a>uf beyden Seiten nach 
G , H und ziehe durch fi (31. Saz.) der C A die BG, durch 
F aber der DE die F H parallel* Beyde Eiguren GBCA, 
DEFH find alfo Parallelogramme, ünd (36. Saz.) einander 

gleich , denn fie find auf G A D H 

gleichen Grundlinien BC, /1 / / 

EF, und zwifchen einerley / / / 

Parallelen BF, GH. Von 
dem Parallelogramme GBCA 
aber ift das Dreyeck 4BC 
die Hälfte, denn es wird (34. ß 
Saz.) von der Diagonale A B 
halbirt , und von dem Parallelogramme B E F H ift das Öreyeck 
F t D die Hälfte, denn es wird von der Diagonale D F halbirt. 

Von 
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Von gleichen Dingen aber find auch die Hüften einander 
gleich) folglich ift das Dreyeck AB G dem Dreyecke D EF 
gleich. 

Demnach find Dreyecke auf gleichen Grundlinien und" , 
zwifchen cintrlcy Parallelen u. £ w. w. u c«, w* 

39. S> a z. 

Lehr/Hz. Gleiche Dreyecke auf einerley 
Grundlinie und an einerley Seite find auch 
Zwilchen einerley Parallelen. 

Es feyeu die gleichen Dreyecke ABC, D B C , anf ei- 
nerley Grundlinie BC und. an einerley Seite, fo behaupte 
ich > dafs de auch zwifchen einerley Parallelen feyen. Man 
ziehe nämlich die AD, fo behaupte ich, dafs die AD dec 
BC parallel fey. 

Beweis. Wire dies nicht, fo 
ziehe man (31. Saz.) durch den Punkt, 
A der BC die AE parallel, und sie« 
he die £ C, Nun ift (37. Saz») das 
Drtyeck ABC dem Dreyecke ebc 
gleich, denn es ift mit ihm auf ei- 
nerley Grundlinie B C und zwifchen- & 
einerley Parallelen BC, AE.- Aber 

nach def Vorausfezung ift das Dreyeck ABC dem Drei- 
ecke DBC gleich; folglich ift auch das Dreyeck BBC dem 
Dreyecke EBC, das heifst, das gröffere dem kleineren, 
gleich, welches unmöglich ift;. folglich, ift nicht die AE der 
BC parallel Auf gleiche Art kann aber gezeigt werden, 
dafs auch keine andere, außer der AB, ihr parallel feyi 
folglich ift die ad der BC parallel 

Demnach find gleiche Dreyecke u, £ w. w. z. e # w* 




» < 



40» Saz* 

Lehrfaz. /Gleiche Dreyecke auf gleichen 
Gruudlinien und an einerley Seite find zwi- 
fchea einerley Parallelen. 



Es 
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Es feyen die gleichen Dreyecke ABC, Cdb auf «Jen 
fleiehcn Grundlinien BC, CE und an einerjey Seite, fo be- 
haupte ich, dafs fieauch zwifchen eincrley Parallelen fey'en. 
Man ziohe nämlich die AP, fo behaupte ich , dafs die A D 
der B E parallel fey. 

Beweis. Wäre dies nicht, fo ziehe man (31. Saz.) durch 
A der BE die FA parallel, und ziehe noch die FE. Nun 
ift (38, Saz.) das Dreyeck ABC dem Dreyecke FCE gleich, 
denn beyde find auf den gleichen Grund- A D 
linien B C , C E und zwifchen eincrley 
Parallelen BE, A F. Aber das Drey- 
eck ABC ift dem Dreyecke dce 
gleich ; folglich ift auch das Dreyeck 
p C E dem Dreyecke FCE, das heifst, 
das größere dem kleinern , gleich, wel- 
ches unmö-hch ift; folglich ift nicht die AF der be paral- 
lel. Eben fo kann aber gezeigt werden, dafs ihr auch kei- 
ne andere, aulTer der AD, parallel fey; folglich ift die AD 
der BE parallel. 

Demnach find gleiche Dreyecke u. f. w# 2 , e. w, 

! . * - 

• * 

. Lehrfaz. Wenn ein Parallelogramm und 
ein Dreyeck auf einerley Grundlinie und zwi- 
fchen einerley Parallelen find, fo ift<las Paral- 
lelogramm das Doppelte des Dreyecks, 

Es fey das Parallelogramm ABCD un<J das Dreyeck 
BBC auf einerley Grundlinie BC, und zwifc&en einerley 
Parallelen BC, AE, fo behaupte ich, dafs As Parallel©* 
grainm AB CD das Doppelte des Dreyecks IBC fey. 

Beweis. Man ziehe die A D E 

AC Nun ift {tf. Saz.) das 
Dreyeck ABC dem Dreyecke 
BBC gleich, denn es ift mit 
ihm auf einerley Grundlinie 
B c r und zwifchen einerley Par- 
allelen BC, ae. Aber das Par- 

■ ■ alle- 
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allelogramm AB CD ift das Doppelte des Dreyecks ABC, 

denn (34. Saz, ) wird es von der Diagonale AC halbirt; 
folglich ift auch das Parallelogramm ABCD das Doppelte 
des Dreyccks EBC. . ' . ' 

Wenn demnach ein Parallelogramm und ein Drcycck 
o$ f. w. vt. z. e. w. 

42* Saz. 

Aufgabe. Einem gegebenen Dreyecke ein % 
Parallelogramm unter einem Winkel gleich zu 
machen, der einem gegebenen geradlinigen 
Winkel gleich fey. 

Es fey das gegebene Dreyeck ABC, der gegebene gerad- 
linige Winkel D, man foll dem gegebenen Dreyeckc ABC 
ein Parallelogramm unter einem Winkel gleich machen, der 
dem gegebenen geradlinigen Winkel D gleich fey. ' 

Außöfung, Man halbire (io. Saz.) die BG in dem 
Punkte E , und ziehe die AE, hierauf feze man (23. Saz.) 
an den Punkt E der Linie EC einen Winkel CEF der dem 
Winkel D gleich fey, und ziehe (33. Saz.) durch A der EC 
die AG, und durch C der FE die CG parallel, fo ift 
FECG ein Parallel ogramm. 

Beweis. Da die BE der EC A • F G:, 



gleich ift, fo ift (38. Saz.) das 
Drejeck ÄßE dem Dreyecke A E C 
gleich, denn fie find auf gleichen 
Grund-Ii nien BE, EC, und zwifchen 
einerley Parallelen BC, AG; folgr 
lieh ift das Dreyeck A B C das Dop- 




pelte des Dreyecks AEC, Es ift £ £ C 
aber (41. Saz.) 'das Parallelogramm 

FECG das Doppelte des Drcyecks AEC, denn es hat? mit 
ihm einerley Grundlinie, und ift zwifchen einerley Parallelen; 
folglich ift (6. Grundf. ) das Parallelogramm FECG dem 
Dreyecke -ABC gleich, und hat einen Winkel CEF, der 
dem gegebenen Winkel D gleich ift. 

Demnach ift dem gegebenen Dreyecke A B C das Parallelo- 
gramm FECG gleich gemacht worden, unter dem Winkel 
FEC, der dorn 'Winkel* D gleich ift. w. z. y, vi. 

43. Saz. 



Digitized by Google 



42 Euklids Elemente. 

43. Saz. 

Lehrfaz. In jedem Parallelogramme find 
die Ergänzungen der um die Diagonale herum- 
liegenden Parallelogramme einander gleich. 

Es fey das Parallelogramm A B C D, feine Diagonale AC, 
um die Diagonale AC liegen die Parallelogramme EH, FG 
deren Ergänzungen feyen BK, KD, fo behaupte ich, daff 
die Ergänzung feK der KD gleich fey* 

Beweis. Da A BCD ein Parallelogramm, und AC feine 
Diagonale ift, fo ift (34. Saz.) das Dreyeck ABC dem Drey- 
ecke ADC gleich. Ferner da EK HA ein Parallelogramm, 

und AK feine Diagonale ift, fo A H D 

ift das Dreyeck AEK dem Drey- 
ecke AHK gleich. Aus eben 
dem Grunde ift auch das Drey- 
eck KFC dem Dreyecke KGC 
gleich. Da nun das Dreyeck 
AEK dem Dreyecke AHK, und 
das Dreyeck KFC dem Dreyecke 
K C G gleich ift, fo find die zttey 
Dreyecke AEK, K C G zufammen den zwey Dreyecken AHK, 
KFC zufammen gleich. Es ift aber auch das ganze Dreyeck 
ABC dem ganzen Dreyecke ADC gleich; folglich ift (3. 
Grundf.) auch der eine Reft, die Ergänzung BK, dem an* 
dern Reftc, der Ergänzung KD, gleich. 
. ^Demnach find in jedem Parallelogramme u. f # w. w. 

44. Saz. 

Aufgabe. Auf einer gegebenen geraden Li- 
nie ein Parallelogramm , das einem gegebenen 
Dreyecke gleich fey, unter einem gegebenen 
geradlinigen Winkel zu befchreiben. 

Es fey die gegebene gerade Linie A B, das gegebene Drey- 
eck C, der gegebene geradlinige Winkel D, und man foll 
auf der gegebenen geraden Linie AB, unter einem Winkel, 

der 
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dem gegebenen Winkel D gleich fey, ein Parallelogramm 

befchrcibcn, das dem gegebenen Drcyecke C gleich fey, 

Auflöfung. Man mache (41. Saz.) unter dem Winkel 
EBG, der dem Winkel D gleich fey, dem Dreyecke C dai 
Parallelogramm BEFG gleich, und feze die BE in gerader 
Linie an die AB, hierauf verlängere man die FG nach H» 
2iehe ("31. Saz.) durch den Punkt A der BG oder EP die AH 
parallel, und ziehe die HB. Da nun die Parallelen AH, 
EF von der Linie HF gefchnitten werden, fo find (29. Saz.) 
die Winkel A HF, HFE zwey rechten gleich; folglich die 
Winkel BHG, GFE kleiner, als zwey rechte. Linien aber, 
die unter Winkeln welche kleiner, als zwey rechte, find, 
gefchnitten werden, treffen, fo weit, als nöthig ift, verlän- 
gert (n.Grundf.) zufammen; folglich treffen die HB, FE 
verlängert zufammen. Man verlängere Jie alfo (2. Ford.) 
und fie treffen in dem Punkte K zufammen; fo ziehe man 
(31. Saz,) durch den Punkt K der E A oder FH die KL par- 
allel, und verlängere die AH, GB nach L, M. 

Bewein. Ec ift HLK F ein Parallelogramm, deffen DU- 



FE K 




H A L 
gonale RH, und um die Diagonale HK liegen die Parallelo- 
gramme AG, ME, deren Ergänzungen find LB, BF; folg- 
lich ift (43. Saz.) die LB der BF gleich, fis ift aber BF * 
dem Dreyecke C gleich ; folglich ift auch L B dem Dreyecke 
C gleich. Und weil (15. Saz.) der Winkel GBE dein Win- 
kel ABM, und auch dem Winkel D gleich ift, fo ift auch 
der Winkel ABM dem Winkel D gleich. 

Demnach ift auf der gegebenen geraden Linie AB, 
unter dem Winkel ABM, welcher dem Winkel D gleich 
ift, das Parallelogramm AM befchrieben worden, das dem 
gegebenen Dreyecke C gleich ift. w. z. v* w. 

45- Saz. 
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45. Saz. 

Aufgabe* Einer gegebenen geradlinigen Fi- 
gur ein Parallelogramm unter einem gegebenen 
geradlinigen Winkel gleich zu machen. 

Es fey die gegebene -geradlinige Figur A B C D , der ge- 
gebenen geradlinige Winkel E; man foil der geradlinigen 
Figur AB CD unter einem Winkel, der dem E gleich fey, 
ein Parallelogramm gleich machen« 

Aufloßwg. Man ziehe die DB } und mache (42. Saz.) 
unter dem Winkel HKF, der dem Winkel E gleich fey, 
das Parallelogramm FH dem Dreyecke ADB gleich. Hier- 
auf befebreibe man auf der Linie G H das Parallelogramm 

D 




GM, das dem Dreyecke DB C gleich fey, unter dem Win- 
kel GHM, der dem Winkel E gleich fey. 

Beweis. Da der Winkel E jedem der beyden HKF, GHM 
gleich ift, fo ift auch der Winkel HKF dem Winkel GHM 
gleich. 'Man feie zu beyden den Winkel KHG hinzu, fo 
find die Winkel FKH, KHG den Winkeln KHG, GHM 
gleich. Aber (29. Saz.) find die Winkel FKH, KHG zwey 
rechten gleich 5 folglich find auch die Winkel K H G , G H M 
zwey rechten gleich. Weil nun an dem Punkte H der Linie 
GH zwey gerade Linieu K H » HM, die nicht nach einerley 
Seite zu liegen, Nebenwinkel machen, die zwey rechten 
gleich find, fo liegt (14. Saz.) die KH mit der HM in einer 
geraden Linie, Da ferner die Parallelen KM, FG von der 
Linie HG gefchnitten werden, fo find die Wechfelwinkel 
MHG, HGF (29. Saz,) einander gleich, Sczt man alfo zu 

bey# 
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beyden den Winke! HCL hinzu, fo find die Winke! MHG» 
HG L den Winkeln HGF, HCL gleich. Aber die Winkel 
MHG, HGL find (29. Saz.) twey rechten gleich; folglich 
find auch die Winkel HGF,* H GL zwey rechten, gleich, 
und mithin liegt die F G mit der G L in einer geraden Linie* 
Da nun die KF der HG gleich und parallel iß, und eben 
fo die HG der ML, To ift (i. Grund f. u. 30« Saz«) auch die 
KF der ML «gleich und parallel, und beyde werden von den 
geraden Linien KM, FL verbunden; folglich find (33. Saz.) 
auch die KM, F L gleich uud parallel, und mithin ift K FLM 
ein Parallelogramm, Da aher das Dreyeck A B D dem Par- 
allelogramme HF, und das Dreyeck ABC dem Parallelo- 
gramme GM gleich ift, fo ift die ganze geradlinige Figur 
AB CD dem ganzen Parallelogramme KFLM gleich. 

Demnach ift der gegebenen geradlinigen Figur ABC D 
das Parallelogramm KFLM gleich gemacht worden, unter 
dem Winkel FKM, der dem gegebenen Winkel E gleich ift, 
w. z. v. w. 

, 46. Saz. ' ' - 

Aufgabe. Von einer gegebenen geraden 
Linie das Quadrat zu machen. 

Es fey die gegebene gerade Linie A B und man foll von 
der Linie A B das Quadrat machen« 

Auflöfnug. Man errichte (11. Saz.) in dem Punkte A 
der Linie A B die AC auf ihr lothrecht, und mache (3, Saz.) 
der AB die AD gleich. Hierauf liehe man (31. Saz.J 
durch den Punkt D der AB die DE, und durch den Punkt 
B der A D die B E parallel. 

Beweis. Nach der Conftruction 
ift ADEB ein Parallelogramm, folg- 
lich ift die AB der DE gleich« Aber 
die A B ift auch der A D gleich ; folg- 
lieh find die vier Seiten BA, AD, 
DE, EB alle einander gleich, und 
mithin ift ADEB ein gleichfeitiges 
Parallelogramm. Ich, behaupte aber, 
dtfs es auch rechtwinkelig fey. Denn weil die Parallelen 
AB, DE von der Linie AD gefchnitten werden, fo find 

(20.. Saz # ) 
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(29. Saz.) die Winkel BAD, ADE zwey rechten gleich. 
Aber der Winkel B A D ift nach der Conftruction ein rech* 
ter; folglich ift auch der ADE ein rechter. In Parallelo- 
grammen aber find (34. Sai.) die Gegenfeiten und Gegen* 
Winkel einander gleich ; folglich ift auch jeder der beydcn 
Gegenwinkel ABE, BED ein rechter, und daher ADEB 
rechtwinkelig. Es ift aber gezeigt worden, dafs es auch 
gleichzeitig fey; folglich ift es ein Quadrat, und es ift von 
der Linie AB befchrieben, w. ». v. w. 

0 

r ■ * 

47. Saz. 

Löhr/az. In den rechtwinkeligen Drey ecken 
ift das Quadrat, welches von der dem rechten 
Winkel gegenüberliegenden Seite befchrieben 
wird, den Quadraten, welche von den ihn ein- 
fchlieffenden Seiten befchrieben werden gleich. 

Es fey das rechtwinkelige Drcycck ABC, und in a'emfcl- 
ben der Winkel H 
BAC ein rech- /\ 
ter» »o bchaup- - / 

te ich, dafs das 
Quadrat, das von 
der Seite B C be- 
fchrieben wird, 
den Quadraten, & 
die von den Sei* 
ten B A, A C be- 
fchrieben wer- 
den, gleich fey. 

Beweis* Man 
befchreibe von 
der Seite BC das 
Quadrat BD EC, 

von den Seiten 
BA, AC die 
Quadrate G B, 
HC und ziehe durch den Punkt A der BD oder CE die 
AL parallel, hierauf ziehe wao noch die AD, FC. 

Da 
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Da nun jeder der Winkel BAC, ^ AG ein rechter 
ift, und mithin an dem Punkte A der Linie 8A die zwey 
geraden Linien A C , AG, die nicht nach eineriey Seite in 
liegen, Nebenwinkel machen die zwey rechten, gieich find, 
fo (iegt die CA mit der AG in eitler geraden Linie. Aus 
gleichem Grunde liegt auch die AB mit der AH in einer 
geraden Linie. Da nun der Winkel DB C (10. Grundf.) 
dem Winkel FBA gleich ift, denn es ift jeder von ihnen 
ein rechter, fo feze man zu beyden den Winkel ABC hin- 
zu, und es ift der. ganze Winkel DB A dem ganzen Win- 
kel FBC gleich. Da aber die zwey Seiten DB, BA den 
zwey Seiten CB, BF ftück weife gleich find, und der Win- v 
ke) DBA dem Winkel FBC gleich ift, fo ift (4. Saz.) auch 
die Grundlinie AD der Grundlinie FC* und das ganze %- 
Dreyeck ABD dem ganzen Drcyecke FBC gleich. Nun 
ift (41« Saz.) von dem Dreyccke ABD das Parallelogramm 
BL das Doppelte, denn fie haben eineriey Grundlinie BD, 
und find zwifchen eineriey Parallelen BD, AL; von dem 
Dreyecke FBC aber ift das Quadrat GB das Doppelte, 
denn fie haben eineriey Grundlinie FB und find zwifchen 
eineriey Parallelen FB, GC. Von gleichen Dingen aber 
find auch die Doppelten einander gleich; folglich ift das 
Parallelogramm B L dem Quadrate G B gleich. Ziehet man 
nun noch die Linien AE, BK, fo kann auf gleiche Art ge- 
zeigt werden, dafs auch das Parallelogramm CL dem 
Quadrate H C gleich fey ; folglich ift das ganze Quadrat 
BDEC den beyden Quadraten GB, HC gieich. Es ift 
aber BDEC das von der Linie BC befebriebene Quadrat, . 
GB, H C aber find die von den Linien B A , A C betrie- 
benen Quadrate 5 folglich ift das von der Seite B C befchrie- 
bene Quadrat BE den von den Seiten BA, AC beferiebe- 1 
nen Quadraten gleich. 

Demnach ift in den rechtwinkeligen Dreyeckcn u. f. 

W # W. 2» C. W, v 

31. Sa jc. 

> 

LeJirfaz. Wenn das Quadrat, das von ei- 
ner der Seiten eines Dreyecks befebrieben wird, 

den 
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den Quadraten , Walchs von den übrigen Seiten 
deffelben befchrieben werden, gleich ift, fo ift 
der von den zwey übrigen Seiten des Dreyecks 
jeingefchloffene Winkel ein rechten 

Es fcy das Quadrat, welche« von einer Seite BC des 
Dreyecks ABC befchrieben wird , den Quadraten , welche 
von den übrigen Seiten B A , A C des Dreyecks befchrieben 
werden, gleich, fo behaupte ich, dafs der Winkel BAC 
ein rechter fey. 

Beweis. Man erachte (n. Saz.) in dem Punkte A auf 
der AC die AD lothrecht, mache die AD der BA gleich, 
und ziehe die DC. Da nun D 
die DA der AB gleich ift, fo 
ift auch das Quadrat, welches 
von der D A befchrieben wird, 
dem Quadrate, welches von 
der AB befchrieben wird, 
gleich. Man feze zu beyden 
das Quadrat, welches von der 
AG befchrieben wird, hinzu, 
fo (Ind. die Qnadrate von DA, 
AC den Quadraten, von BA, 
,AC gleich, Aber den Quadraten -von DA, AC ift (47. 
Sa*.) das Quadrat von DC gleich, denn der Winkel DAC 
ift ein rechter, und den Quadraten von BA, AC ift, nach 
der Vorausfezung , das Quadrat, von BC gleich; folglich 
ift das Quadrat von DC dem von BC, und mithin auch 
die Seite D C der Seite C B gleich. Da nun auch die A D 
der AB gleich, die AC aber gemeiufchaftlich ift, fo find 
die beyden AD, AC den beyden BA, AC ftück weife 
gleich, auch ift die Grundlinie DC der Grundlinie CR 
gleich, folglich ift (g. Saz.) der Winkel DAC dem Win- 
kel BAC gleich; der Winkel DAC aber ift ein rechter; 
folglich ift auch der BAC ein rechter. 

Wenn demnach das Quadrat u, f. w t w t z. e. w. 
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Erklärungen. 

- . > 

L Von jedem rechtwinkeligen Parallelogramm 
me {Rechtecke) fagt man , es Jey aus den 
beyden geraden Linien , welche den rech- 
ten Winkel einfchiieffen , befchrieben. 

2. In einem Parallelogramme heifset ein jedes 
der beyden um die Diagonale herumlie- 
genden Parallelogramme fammt den bey« 
deä Ergänzungen, ein Gnomon. 

I. Sa z. 

Lehr/az. Wenn von zwey geraden Linien 
die eine in beliebig viele Abfcniiitte getheilt 
wird, fo ift das Rechteck aus den beyden Li- 
nien den Rechtecken aus der ungetheiltep Li* 
nie und jedem der Abfchnitte gleich. 

Et feyen die zwey gerade Linien A, BC, und die Li- 
nie BC werde nach Belieben in den Punkten D, E ge» 
thcilt, To behaupte ich, dafs das Rechteck aus den Linien 
A, BC den Rechtecken aus den Linien A, BD aui A, D£ 
und aus A, EC gleich fey. 

Beweis, Man errichte (t , tu S.) in dem Punkte B 
auf der BC das Lot h BF, mache die BG der A gleich, 
lind ziehe alsdann (1,31» S.) durch den Punkt T? der BC die 

D GH 
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GH, durch die Punkte D, B 
E, C aber der BG die 
DK, EL, CH parallel. 

Das Rechreck BHift 
den Rechtecken BK, DL, 
EH gleich, BH aber ift G 
das Rechteck aus A, BC; 
denn es ift das Rechteck F 
aus BG, BC, die GB 
aber ift der A 



D 



E C 



L H 



cicich» 



Eben fo ift B K das Rechteck aus A, BD; denn es ift das 
Rechteck aus BG, B D die BG aber ift der A gleich. Fer- 
ner ift DL das Rechteck aus A, EiE; denn es ift das Recht* 
eck aus DK, DE, die DK aber ift der BG, folgjich auch 
der A, gleich. Endlich Ift aus eben den Gründen EH das 
Rechteck aus A, EC; folglich ift das Rechteck aus A, BC, 
dem Rechtecke aus A, BD, dem Rechtecke aus A, DE, 
und dem Rechtecke aus A, EC gleich. 

Wenn demnach u, f. w. w. z. e # w. 

2. Saz. 

Lehr faa% ■ W enn eine gerade Linie nach 
Belieben gefctinitten wird, fo lind die Rechtecke 
aus der ganze Linie und jedem der Abfchnkte 
-dem Quadrate der ganzen Linie gleich. 

Die gerade Linie AB werde nach Belieben in dem 
Punkte C gefebnitten, fo behaupte ich, dafs das Rechteck 
aus i AB , AC famrat dem Rechtecke aus AB, CB dem 
Quadrate von AB gleich fey.- 

Btxoeis. Man mache (i, 46. S.) von ,£ 
AB das Quadrat AI) EB, und liehe (1, 
■31. S.) durch den Punkt C der AD oder 
BE.die CF paraHel. 

Nun ift das Parallelogramm A E den 
iTarallelogrammen AF, CE gleich. Es 
ift aber AE das Quadrat von AB. Das 
Parallelogramm A F . hingegen ift das 

Recht- 



C B 
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Rcchfcck aus AB, AC; denn es ift das Rechteck auf AD, 
AC, die AD aber ift der AB gleich. Endlich ift -des Par- 
alfclogramm CE das Rechleck ans AB, CB; denn es ift 
das Rechteck aus BC, BE, die BE aber ift der AB gleich; 
folglich ift das Rechteck aus AB, AC famtut dem Recht- 
ecke aus AB, BC. dem Quadrate von AB gleich* 

Wenn demnach u. f. w. w. *♦ e* w. 

r* \ * 

• ■ ♦ | .*••»••.. 

\ 

\* 3. Sa z. 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie nach 
Belieben gefchnitten -wird, io ift das Rechteck 
aus der ganzen Linie und einem der beydea 
Abfchnitte dem Rechtecke aus den beydeji Ab- 
fchnitten und dem Quadrate des vorgedachten 
Abfchqitts gleich. 

Es werde die gerade Linie AB nach Belieben in dem 
Punkte C gefchnitten, Co behaupte ich, dafs das Rechteck 
ans AB, BC dem Rechtecke aus AC» CB faiumt dem Qua- 
drate von CB gleich fey # 

- 

Beweis. Man befchreibe A C B 

(1, 45. S.) von BC das Qua- 1 I I 

drat C D E B , verlängere die i I 

ED bis nach F, und ziehe (i, I 
31. S.) durch den Punkt A der - 
CD, oder BE die AF parallel. I 

. Nun ift das Parallelogramm 

AE den Parallelogrammen AD, FD E 
£E gleich. Es ift aber AE das Rechteck aus AB, BC; 
denn es ift das Rechteck aus AB* BE, die BE aber ift 
der BC gleich. Das Parallelogramm AD hingegen ift das 
Rechteck aus AC, CB; denn dia CD ift der CB gleich. 
Endlich ift CE das Quadrat von BC; folglich ift das 
Hechteck aus AB, 8C„dem Rechtecke aus AC, CB fammt 
dem Quadrate von CB gleich* 

* * 

Wenn demaach u, f. w. vr. z. e. w. 

• » ■ « 

Dz 4* & az * 
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4. Saz. 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie nach 
Beliebet! getheilt wird, fo ift das Quadrat der 
ganzen Linie den Quadraten der beyden Ab- 
Fchnitte und dem doppelten Rechtecke ans 
beyden Abfchnitten gleich. . 

Es werde die gerade Linie A B nach Belieben in dem 
Punkte C gefchnitten, fo behaupte ich, dafs das Qnadrat 
von AB den Quadraten von AC, CB und dem doppelte» 
Rechtecke aus AC, CB gleich fey. 

Beweis, Man befchreibe (i> 4*>. 
Saz.) von AB das Quadrat ADEB, 
und ziehe die B D ; alsdann ziehe man 
(t 9 31. Saz.) durch den Punkt C der 
AD oder BE die CF, und durch den 
Punkt G der AB oder DE die HK 
parallel. , 

Da nun die CF der AD parallel 
ift, und die BD diefe beyden fchnei- 
det, "fo ift (1 , 20* S.) der äuflere Winkel BGC feinem in- 
nern Gegenwinkel ADB gleich. Aber der Winkel ADB 
ift (i>.5. S) dem Winkel ABD gleich, weil auch die 
Seite AB der Seite AD gleich ift; folglich ift auch der 
Winkel CGB dem Winkel ABD oder CBG, und mithin 
(I, 6. S) auch die Seife BC der Seite CG gleich. Aber 
(i» 34. S.) ift auch die CB der GR, und die CG der 
BK gleich; folglich ift auch die GR der KB gleich; und 
mithin CG KB gleichzeitig. Ich behaupte aber ferner, 
dafs es auch, rechtwinkelig fey. Denn da die CG der BK 
parallel ift, und die CB diefe beyden fchneidef, fo find 
(1, 29, S.) die Winkel KBC, GCB zwey rechten gleich. 
Es ift aber (1, 30. Erkl.) KBC ein rechter; folglich ift 
auch GCB ein rechter, mithin find (1, 34. S.) auch ihre 
Gegenwinkel CGK, GKB zwey rechte, und CG KB ift 
alfo rechtwinkelig. Es ift aber gezeigt worden, dafs et 
auch gleichfeitig fey; folglich ift es ein Quadrat j und, es 
ift das Quadrat von BC, Aus eben den Gründen aber ift 

auch 
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auch HF ein Quadrat« und zwar das Quadrat von HG» 
das ift von AC* Es find alfo HF, CK, die Quadrate von 
AC, CB* Da nun ferner (i, 43. S.) das Parallelogramm 
AG dem Parallelogramme GE gleich, und AG das Recht- 
eck aus AC, CB ift, indem die GC der CB gleich ift; 
fo ift folglich auch GE dem Rechtecke aus AC, CB gleich; 
und mithin find AG, GE dem doppelten Rechtecke . auf . 
AC, CB gleich« Es find aber auch HF, CR die Quadra- 
te von AC» CB; folglich find die vier Parallelogramme 
HF, CK, AG, GE den Quadraten von AC, CR und 
dem doppelten Rechtecke aus AC, CB gleich. Aber die 
vier Parallelogramme HF» CK, AG, GE find das ganze 
Parallelogramm ADETB, welches das Quadrat von AB ift; 
folglich ift das Quadrat von AB den Quadraten von AC, 
CB und dem doppelten Rechtecke aus AC» CB gleich« 
Wenn demnach u. f. w. w. 2. e. w. 

Zufaz* Hieraus erhellet, dafs in den Quadraten die 
yna die Diagonale herumliegenden Parallelogramme aueb 
Quadrate find, 

0 ■ 

5. Saz. 

* 

Lehrßtz. Wenn eine gerade Linie in glei- 
che und ungleiche Theile getheilt wird , fo ift 
das Rechteck aus den ungleichen Abfchnitten 
fammt dem Quadrate des Abfehnitts zwifchen 
den Theilunespunkten dem Quadrate der hal- 
bed Linie gleich. 

Es werde die Linie AB in dem Punkte C in gleiche» 
in dem Punkte D aber in ungleiche Theile getheilt fo be- 
haupte ich» dafs das Rechteck aus AD» DB fammt dem 
Quadrate von CD dem Quadrate von CB gleich fey. 

Bewejs. Man befchreibe (1, 46. S.) von CB das 
Quadrat CEFB, und liehe die BE; alsdann ziehe man 
(I, 31. S.) durch den Punkt D der CE oder BE die 
DHG', durch den Punkt H aber der CB oder EF die 
KLM, und endlich durch den Punkt A der CL oder BM 
die AK parallel, J 

Da 
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Da nun (i , 45. S.) 
die Erginzung CH der 
Ergänzung H F gleich ift, 
fo ift* wenn man bey- 
derfeits das Parallclo- K 
gramm DM hinzufezt, (2. 
GrundQ das ganze Par* 
allelogramm CM dem 

ganzen Parallelogramme DF gleich. Aber das Parallelo- 
gramm CM ift (i, 36*. S.) dem Parallelogramme AL 
gleich 9 weil die A C der C B gleich ift ; folglich ift auch 
das Parallelogramm AL dem Parallelogramme OF gleich» 
Man feze beyderfeits CH hinzu, fo ift das ganze Parallelo- 
gramm AH den Parallelogrammen DF, DL gleich. Aber 
p das Parallelogramm AH ift das Rechteck aus AD, DB» 
weil die DH der DB gleich ift; FD, DL, hingegen ift 
der Gnomon NOP; folglich ift der Gnomon NOP dem 
Rechtecke aus AD, DB gleich. . Man feze beyderfeits LG, 
welches (2* 4. Zuf,) dem Quadrate von CD gleich ift, 
hinzu , fo ift der Gnomon NOP fammt dem Quadrate L G 
dem Rechtecke aus AD, DB fammt dem Quadrate von 
CD' gleich. Nun ift der -Gnomon NOT fammt dem Qua- 
drate LG das ganze Quadrat CEFB, welches das Quadrat 
von CB ift; folglich ift das Rechteck aus AD, DB fammt 
dem Quadrate von CD dem Quadrate von CB gleich. 
Wenn demnach u, f. w. w. z. e, w. 

6. 8 a z. 

> • 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie halbirt, 
und ihr eine andere in gleicher Richtung ange- 
fezt wird , fo ift das Rechteck aus der aus der 
ganzen und der angefezten begehenden und der 
angefezten Linie fammt dem Quadrate der 
halben Linie dem Quadrate der aus der halben 
und der angefezten begehenden Linie gleich. 

Es werde die gerade Linie AB in dem Punkte C hal- 
birt, und ihr die gerade Linie BD in gleicher Richtung 
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dafs das Rechteck aus A D, 
B D fammt N dem Quadrate 
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von CD gleich fey. 

Beweif. Mau b efch rei- 
be ( i , 46, S. ) Von CD 
das Quadrat CEF D, und 
ziehe die DE, alsdann 
ziehe man (1, 31. S.) durch den Punkt B der CE oder 
DF die BHG, durch den Punkt H aber der AD oder 
EF die KLM, und endlich durch den Punkt A der CL 
oder DM die AK. parallel. 

Da nun die AC der CB gleich ift, fo ift fij 36. S.) 
auch das Parallelogramm AL dem Parallelogramme CH 
gleich. Aber das Parallelogramm CH ift (1, 34. S.) dem 
Parallelogramme HF gleich; folglich ift auch AL dem 
H F gleich. Man fezc beyderfeits C M hinzu , fo ift das 
ganze Parallelogramm AM dem Gnomon NOP gleicht 
Aber A M ift das Rechteck aus A D) BD| denn die DM 
ift (2 , 4. Zuf.) der B D gleich ; folglich ift der Gnomon 
NOP dem Rechtecke aus AD, BD gleich. Man feze bey. 
derfeits LG, welches dem Quadrate von CB gleich ift, 
hinzu, fo ift das Rechteck aus AD, BD fammt dem* Qua* 
drate von CB dem Gnomon NOP und dem Quadrate LG 
gleich. Aber der Gnomon NOP und das Quadrat LG ift 
das ganze Quadrat CEF D , "welches das Quadrat von CD 
ift; folglich ift das Rechteck aus AD, BD fammt dem 
Quadrate von CB dem Quadrate von CD gleich. 

Wenn demnach u. f. w, w. z. c. w 

17. S a z. 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie nach "Be- 
liehen in einem Punkte gefchnitten wird, fo lind 
die Ouadrate der ganzen Linie und eines der 
Abfchnitte döm doppelten Rechtecke aus dergan* 
zen Linie und dem gedachten Abfchnitte fammt 

dem Ouadrate des andern Abfcbnitts gleich. 

" Es 
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Es werde die gerade Linie AB in dem beliebigen Punkt« 
C gefchnitten , fo behaupte ich , defs die Quadrate von A B, 
BC dem doppelten Rccktecke au» AB, BC und dem Qua- 
drate von AC gleich feyen. 

Beweis. Man befchrcibe (i # B ' C A 
46". S.) von A B das Qnadrat AD EB, 
und vollende die Figur. Da nun p 
das Parallelogramm AG (i> 43« s ) 
dem Parallelogramme GF gleich 




ift , fo ift , wenn man beyderfeits 
CF hinzu fezt , das ganze Parallelo- 
gramm AF dem ganzen Parallelo- - 
gramme CE gleich, und folglich 
ift AF,CE das Doppelte von AF. Nun ift aber AF, 
CE der Gnomon KLM und das Quadrat CF; folglich ift 
der Gnomon KLM und das Quadrat CF das Doppelte von 
AE. Aber auch das doppelte Rechteck aus AB, BC ift 
das Doppelte von AF, denn die BF ift (2, 4. Zuf.) der 
BC gleich; demnach ift der Gnomon KLM nnd das Qua- 
drat CF dem doppelten Rechtecke aus AB, BC gleich. 
Man feze beyderfeits H N , welches das Quadrat von A C 
ift, hinzu, fo ift der Gnomon KLM fammt den Quadra- 
ten CF, HM dem doppelten Rechtecke aus AB, BC und 
dem Quadrate von AC gleich» Aber der Gnomon KLM 
und die Quadrate CF, HN find das ganze Quadrat^ A D EB 
und CF, das ift die Quadrate von AB, BC; folglich find 
die Quadrate von AB, BC dem doppelten Rechtecke aus 
AB» BC fammt dem Quadrate von AC gleich« 

Wenn demnach u t f. w. w. f. e. w. 



8. Saz. 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie nach Be- 
lieben in einem Punkte gefchnitten wird, fo ift 
da« vierfache Rechteck aus der ganzen Linie 
und einem der Abichnitte fammt dem Ouadrate 
der aus der ganzen und dem erft gedachten Ab- 
lchnitte beftehenden Linie gleich. 

Es 
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Es werde die gerade Linie AB nach Belieben in dem 
Funkte C gefchnitten,' To behaupte ich» dafs das vierfache 
Rechteck aus Aß, BC fsmrat dem Quadrate von AC dem 
Quadrate der aus AB, BC beliebenden Linie AD gleich fey* 

Beweis. Man feze die BD in gerader Linie an die« 
AB, und mache die BD der CB gleich; alsdann befchrei- 
be man (i , 45. S.) von AD das Quadrat AEFD und voll* 
ende die Figur. 

Da nun die CB der BD, aber auch (1, 34. S.) die 
CB der GK, und die BD der KN gleich ift, fo ift auch 
GK der KN gleich. Aus A CSD 
eben den Gründen aber ift 
auch die QR der R P gleich, 
Da nun die CB der BD und 
die GK der KN gleich ift, 0 
fo ift (1, .36. S.) das Paral- 
lelogramm CK dem Paral- 
lelogramme BN, und das 
Parallelogramm G R dem 
Parallelogramme R N gleich« 
Nun ift aber (1, 43. S.) CK 
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dem RN Igleich, denn fie find die ErgSnzungen des Par* 

allelogramms CP; folglich ift auch BN dem GR gleich, 

und mithin find die vier Parallelogramme BN, CK, GR, 

RN alle einander gleich, alfo alle viere zufammen das 
Vierfache von CK.;. Da ferner die CB der BD, aber auch 

die B D \Jer BK, das ift (1 , 34. S.) der CG, die CB aber 
der GK, das ift der GCL, gleich ift, fo ift die CG der 
GCL gleich. Es ift aber auch die QR der RP gleich; folg« 
lieh ift auch (1, 36, S.) das Parallelogramm AG dem Par- 
allelogramme MQ., und das Parallelogramm Q_L dem Par- 
allelogramme RF gleich. Nun ift aber, (1 , 43. S.) MQ,, 
dero Q_L gleich, denn fie find die Ergänzungen des Par- 
allelogjamms ML; folglich ift auch AG dem RF gleich; 
und mithin find die vier Parallelogramme AG, MQ., Q.L, 
RP alle einander gleich; alfo alle viere zufammen das 
Vierfache von AG. Es ift aber gezeigt worden , dafs auch 
die vier ParaJlelogramme BN, CK, GR, RN das Vier- 

fache 
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fache von CK feyen; folglich find die acht Parallelogramme, 
welche den Gnomon ST U einfchlieflen, das Vierfache von 
AR. Da nun AK das Rechteck aus AB, BD ift, indem die 
BK (2, 4. Zuf.) der BD, das ift der CB gleich ift, fo ift das 
vierfache Rechteck aus AB, BC das Vierfache von AK. Es 
ift aber gezeigt worden, dafs auch der Gnomon STU das 
Vierfache von AK fey; folglich ift das vierfache Rechteck 
aus AB, BC dem Gnomon STU gleich« Man feze beyder- 
feits O H , welches (2 , 4. Zuf.) dem Quadrate von A C gleich 
ift, hinzu, fo ift das vierfache Rechteck aus A B, BC fammt 
t dem Quadrate von A C dem Gnomon STU und dem Qoadra- 
te OH gleich« Es ift aber der Gnomon S TU und das Qua- 
drat OH das ganze Quadrat AEFD, welches das Quadrat von 
AD ift; folglich ift das vierfache Rechteck aus AB, BC fanunt 
dem Quadrate vou AC dem Quadrate von A D, das ift , dem 
Quadrate der aus AB und BC beftehenden Linie, gleich. 
Wenn demnach u. f. w. w. z. e. w* 

■ 

9. o a z. 

■ 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie in glei- 
che und ungleiche Theile getheilt wird, fo find 
die Quadrate der ungleichen Ahfchnitte doppelt 
fogrofs, als das Quadrat der halben Linie und 
des Abfchnitts zwilcheu den Theilungspunkten. 

Es werde die gerade Linie A B in dem Punkte C in 
gleiche, in dem Punkte D aber in ungleiche Theile ge- 
theilt, fo behaupte icti, dafs die Quadrate von AD» DB 
doppelt fo grofs feyen, als die Quadrate von AC» CD» 

Beweis* Man errichte E 
(it 11. $.) in dem Punkte 
C auf der A B das Loth C E, 
mache die CE den beyden 
A C, Cß gleich, und ziehe 
die E A , HB; alsdann ziehe 
man (t , 31* S.) durch den A 
Punkt D der EC die DF, 
durch den Punkt F aber 
der AB die FG parallel, und »iehc die AF. 

Da 
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Da nun die AC der CE gleich ift, fo i|l (i, S<) 
auch der Winkel £ A c dem Winkel AEC gleich ; und da 
der Winkel bey c ein rechter ift, fo find (it 3** S.) die 
beyden andern eac, AEC zufammen einem rechten gleich; 
folglich ift jeder von den beyden EAC, ABC die Hälfte % 
eines rechten. Aus eben den Gründen aber ifl auch jeder 
von den beyden CEB, EBC die Hälfte eines rechten; 
folglich ift der ganze Winkel aeb ein rechter. 

Da nun der Winkel GEf die Hälfte eine» rechten, 
aber EGF ein rechter ift, indem er (1, 19. S v > feinem 
inneren Gegenwinkel ECB gleich ift, fo ift auch der übrige 
Winkel EFG die Hälfte eines rechten, und folglich ift 
der Winkel GEF dem. Winkel EFG, und mithin auch (1, 
6. S.) die Seite EG der FG gleich. 

. Da ferner der Winkel bey B die Hälfte eines rechten, 
der Winkel FOB aber ein rechter ift, weil er (1 , 29. S.) 
, feinem innern Gegenwinkel ECB gleich ift, fo ift auch der 
übrige Winkel BFD die Hälfte eines rechten; folglich ift 
der Winkel bey B dem Winkel BFD, und mithin (1, 6« 
S.) auch die Seite D E der Seite D B gleich* 

Da nun die A C der C E gleich ift , fo ift auch das 
Quadrat von AC dem Quadrate von CE gleich, und folg- 
lich find die Quadrate von AC, CE, doppelt fo grofs, als 
das Quadrat von AC. Deh Quadraten von AC, CE aber 
*ft 0 9 47« S*) das Quadrat EA gleich, denn der Winkel 
ACE ift ein rechter; folglich ift auch das Quadrat von 
EA doppelt fo grofs > als das Quadrat von AC. 

Da ferner die E G der GF gleich ift , fo ift auch das 
Quadrat von EG dem Quadrate von GF gleich ; folglich 
find die Quadrate EG, GF doppelt fo grofs, als das Qua« 
drat von G F. Den Quadraten von EG, GF aber ift (1, 
47. S.) das Quadrat von EF gleich ; folglich ift auch das 
Quadrat von EF doppelt fo grofs, als das Quadrat von GF, 
Es ift aber (1, J4. S. ) die GF der CD gleich; demnach ift 
das Quadrat von £ F doppelt fo grofs, als das Quadrat von 
CD, Es ift aber auch das Quadrat von AE doppelt fo 
grofs, als das Quadrat von AC; folglich find die Quadrate 
von ae, EF doppelt fo grofs, als die Quadrate von. ac, 

CD. 
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CD. Den Quadraten von AB, EF aber ift (i, 47. S.) das 
Quadrat von A F gleich, denn der Winkel AEF ift ein rech« 
£er> folglich ift das Quadrat von A F doppelt To grofs, als die 
.Quadrate von AC» CD. Dem Quadrate von AF aber find 
(1, 47. S.) die Quadrate von «D, DP gleich, denn der 
Winkel bey D ift ein rechter; folglich find die Quadrate 
von AD, DP doppelt To grofs , als die Quadrate von A C, 
CD. Es ift- aber die DF der db Jglcich; folglich find die 
Quadrate von AD, DB doppelt fo grofs , als die Quadrate 
von Ac, CD. - 
Wenn demnach u. f. w # w. 1. e. w. 

10. S a z. 

« 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Lioie halbirt, 
und ihr eine andere iri gleicher Richtung ange- 
fezt wird, fo ift das Quadrat, der aus der gan- 
zen und der angefezten begehenden Linie fammt 
dem Quadrate der angefezten doppelt fo grofs> 
als das Quadrat der halben und der aus der hal- 
ben, und der angefezten beftehenden Linie.' 

Es werde die gerade Linie A B in' dem Punkte C hal- 
birt , und ihr die B D in* gleicher Richtung angefezt, fo be- 
haupte ich, dafs die Quadrate von AD, DB doppelt fo 
grofs feyen, als die Quadrate von AC, CD. 

Beweis. Man errichte 
(1, 11. S.) in dem Punkt 
c anf der A B das Loth c E, 
mache die cE den beyden 
AC, CB gleich, und ziehe j[ 
die A E, E B ; alsdann ziehe 
man (1, si'.S.J durch den 
Punkt E der AD die EF, G 
durch den Punkt D aber der 
c £ die D, F parallel. 

Da nun die gerade Linie EF die Parallelen Ec, FD 
ichneidet, fo find (1, 29. S.) die Winkel CEF, efd 
z wey rechten gleich, und mithin die Winkel bef, efd 
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kleiner, als zwey rechte. Linien aber, welche die verlän- 
gerten Schenkel zweyer Winkel find, die^ kleiner find, alt 
zwey rechte, treffen (n, Grundf.) zufauunen. Demnach 
treffen die verlängerten EB, FD au der Seite BD zufam« 
men. Mau verlängere fie alfo, und fie treffen in dem 
Punkte C zufammen, fo ziehe man die AG. 

Da nun die AC der CE gleich ift, fo ift (1, 5. S.} 
auch der Winkel AEC dem Winkel E AC gleich; et ift 
aber der Winhel bey C ein rechter; folglich ift (i, 32. S.) 
jeder der beyden AEC, E AC die Hälfte eines rechten* 
Aus eben den Gründen aber ift auch Jeder der beydtn CEB, 
EBC die Hälfte einet rechten;' folglich ift AEB eJd rechter* 
Und. da EBC die Hälfte eines rechten' ift, fo ift (t, 15. $.) 
auch DBG die Hälfte eines rechten; es ift aber (1 , 29. $.) 
auch der Winkel BDG ein rechter, denn er ift dem Win- 
kel DCE, als Wechfelwinkel gleich;* folglich ift auch der 
übrige Winkel DGB die Hälfte eines rechten, und mithin 
ift der Winkel DGB dem Winkel. DBG» alfo auch (1, 6, 
S.) die Seite DB der Seite DG gleich» 

Da ferner der Winkel EG F die Hälfte eines rechten* 
aber der bey F ein rechter ift, denn er ift feinem Gegen- 
vinkel bey C gleich; fo ift folglich auch der übrige Win«? 
kel FEG die Hälfte eines rechten, alfo auch der Winkel 
EGF dem Winkel FEG, und mithin auch (i, 6. S.) die 
Seite GjF der Seite E F gleich. 

Da nun die EC der CA gleich ift« fo ift auch das 
Quadrat von EC dem Quadrate von CA gleich; und folg- 
lich find die Quadrate von EC, CA doppelt fo grofs, als 
das Quadrat von CA, Den Quadraten von EC, CA aber 
ift (X, 47. S.) das Quadrat von EA gleich f folglich ift 
auch des Quadrat von EA doppelt fo grofs, als das Qua- 
drat von CA, Da ferner die GF der EF gleich ift, fo 
ift auch das Quadrat von GF dem Quadrate von EF gleich; 
und mithin find die Quadrate von GF, FE dopppelt fo 
grofs, als das Quadrat von EF, Den Quadraten von GF, 
FE aber ift (1, 47. S.) das Quadrat von EG gleich; folg- 
lich ift das Quadrat von E G doppelt fo grofs, als das Qua- 
drat von EF. Es ift aber die EF der CD gleich; folglich ' 

ift 
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ift auch das Quadrat von EG doppelt fo grofs, als da« 
Quadrat von CR. Es ift aber gezeigt worden, dafs auch» 
das Quadrat von EA doppelt fo grofs fey, als das Quadrat 
von AC; folglich find die Qundrate von AE, EG doppelt 
fo grofs» al« die Quadrate von AC, CD» Den Quadraten: 
von AE, EG aber ift (i, 47* S.) das Quadrat von AG. 
gleich ; folglich ift auch das Q^iadrat von AG doppelt fo 
grofs, al» die Quadrate von AC, CD. Dem Quadrate von 
AG aber find (1, 47. S.) die Quadrate vou AD, DG 
gleich? folglich find die Quadrate von AD, DG doppelt 
Xb grofa, als die Quadrate von AC, CD. Die DG aber 
ift den DB gleich; . folglich find die Quadrate von AD, 
DB. doppelt Co grofs, als die Quadrate von AC, CD. 

Wenn demnach u, f v* # w. z, e, w. 

* 

» » 

Ii. S az. 

Aufgabe. Eine gegebene gerade Linie fo 
zu fchneiden, dafs das Rechteck aus der gan- 
zen Linie und einem der Abfchnitte dem Qua- 
drate des andern Abfchnitts gleich fey. 

Es fey die gegebene gerade Linie AB, und man foll 
fie fo fchneiden, dafs das Rechteck aus der ganzen Linie 
und einem der Abfchnitte dem Quadrate des andern Ab- 
fchnitts gleich fey. 

Außöfung. Man befchreibc (1, 46*. S.) von AB das 
Quadrat ABDC, halb'ire (t , 46. S.) die AC in dem Punkte 
Et und zicn P dic BE; alw,ann verlängere man die CA bis 
nach F, und mache (i, 3. S.) die FE der BE gleich; hier- 
auf befchreibe man von AF das Quadrat FH, und verlänge- 
re die GH bis nach ¥L> fo behaupte ich, defs die gerade 
Linie AB in dem Punkte H fo gefchnitten fey, dafs das 
Rechteck aus AB, BH dem Quadrate von AH gleich fey % 

Beweis. Da die gerade Linie AC in dem Punkce E hal- 
fcirt, und ihr die AF angcfeit worden ift, fo ift (a, 6. S.) 
das Rechteck ans CF, F A fammt dem Quadrate von AE dem 
Quadrate von EF gleich.. Es ift aber die EF der RB gleich* 
folglich ift auch das Rechteck aus CF, FA fammt dem Qua- 
drate von AE dem Quadrate von EB gleich« Aber dem 
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Quadrate von EB find (f , 47. S.) 
die Quadrate von B A , A E gleich, 
denn der Winkel bey A ift ein rech- 
ter; folglich ift das Rechteck aus 
CF, FA faramt dem Quadrate von 
den Quadraten von BA, AE 
gleich. >fan nehme beyderfeits das. 
Quadrat von AE hinweg, fo ift das 
übrigbleibende Rechteck aus CF, 
FA dem Quadrate von BA gleich« 
Nun ift FK das Rechteck aus CF, 
F A denn die A;F ift der FG gleich, 
das Quadrat von A B aber ift AD; 
folglich ift das Parallelogramm F K 
dem Quadrate A D gleich. Man 
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nehme beyderfeits das Parallelogramm A K. hinweg, fo ift das 
übrigbleibende Parallelogramm FH dem Parallelogramme HD 
gleich. Es ift aber HD das Rechteck aus AB, BH, denn 
die AB ift der BD gleich, FH aber ift das Quadrat von. 
AH; folglich ift das Rechteck aus AB, BH dem Quadrate 
von AH gleich« und mithin ift die gegebene gerade Linie 
AB in dem Punkte H (b gefchnitten worden, dafs das Recht- 
eck aus AB, B H dem Quadrate von A H gleich ift \v> z, v. w. 

12* S a z. 

Lehrfaz. In den ftumpfwinkeligen Drey- 
ecken ift das Quadrat der dem ftumpfen Winkel 
gegenüberliegenden Seite gröffer, als die Qua- 
drate der ihn einfchlieffenden Seiten, um das 
doppelte Rechteck aus einer der einfchlieffen- 
den Seiten, aufweiche, nachdem fie verlängert 
worden, das Loth fallt, und der auffern alb 
von dem Lothe an bis an den ftumpfen Win- 
kel eingefchloffenen Linie. 

Es fey das ftumpfwinkelige Dreyeck ABC, deflen ftum- 
pfer Winkel BAC, und man frlle von dem Punkte B auf 
die verlängerte CA das Loth BD, fo behaupte ich, dafs das 

Qua- 
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Quadrat von BC größer fey, als die Quadrate von BA, 

AC, um das doppelte Rechieck aus CA, AD« 

Beweis. Da die gerade Linie ß 
CD in dem Punkte A nach Belie- 
ben gefchnitten ift, fo ift (2, 4, 
$,Ma« Quadrat von CD den Qua* 
draten von C A, A D und dem dop- 
pelten Rechtecke aus CA» AD 
gleich« Man feze beyderfeits das 
Qtiadrat von DB hinzu; fo find 
die Quadrate von CD, BD den r\ 
Quadraten von CA, AD, BD und dem doppelten Recht- 
ecke aus CA, AD gleich. Den Quadraten von CD, DB 
aber ift (h, 47. 3.) das Quadrat von CB gleich, denn 
der Winkel bey D ift ein rechter, den Quadraten von 

AD, DB hingegen ift das Quadrat von AB gleich; folg- 
lich ift das Quadrat von CB den Quadraten von CA, Aß 
und dem doppelten Rechtecke aus CA, AD gleich; und 
mithin ift das Quadrat von CB größer, als die Quadrate 
yoa CA, AB um das doppelte Rechteck aus CA, AD. 

Demnach ift u. U w. w. st. c. w. 

* . - " 

• * 

• 13. Saz. 

Lehrfaz. In den fpizwinkeligen Drey- 
ecken ift das Quadrat der dem fpizen Win- 
kel gegenüberliegenden Seite kleiner, als die 
Quadrate' der ihn einfchlieffenden Seiten , um 
das doppelte Recteck aus einer der einfchlief- 
fenden .Seiten, auf welche das J>oth fällt, und 
der innerhalb von dem Lothe an bis an den 
fpizen Winkel eingefchloffeneu Linie. 

Es fey das fpizwinkelige Dreyeck ABC, defien fpizer 
Winkel bey B, und man fälle von dem Punkte A auf di« 
B C das Loth AD, fo behaupte ich , dafs das Quadrat 
von AC kleiner fcy, als die Quadrate von CB, BA, um 
das doppelte Rechteck aus BC, BD, ' 

Et- 
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' Beweis. Da die gerade Li- 
nie CB nach Belieben in dem 
Punkte D gefchnitten ift, fo 
find (i , 7, S.) die Quadrate 
von CB, BD dem doppelten 
Rechtecke aus CB, BD und dem 
Quadrate von D C gleich. Man 
(eze beyderfeits das Quadrat 
von AD hinzu, fo lind die 

Quadrate von CB, BD, AD dem doppclteu Rechtecke aus 
CB, BD, und den Quadraten von ad, dc gleich. Aber 
den Quadraten von BD, DA ift (1, 47. S.) das Quadrat 
von AB gleich» denn der Winkel bey D ift ein rechter; 
den Quadraten von AD, DC hingegen ift das Quadrat von 
AC gleich; folglich find die Quadrate von CB, ba dem 
Quadrate von AC, und dem doppelten Rechtecke aus CB, 
BD gleich. Und mithin ift das Quadrat von AC allem 
kleiner, als die Quadrate von CB, BA, um das doppelte 
Rechteck aus BC, BD. 

Demnach ift u. f. w. w. z» e. w. 

14. Saz. 

Aufgabe. Einer gegebenen geradlinigen 
Figur ein Quadrat gleich zu machen. 

^s fey die gegebene geradlinige Figur A, und man 
foll derfelbigen ein Quadrat gleich machen. 

Außöfung. Man mache (1, 45» S.) der geradlinigen 
Figur a das Rechteck BD gleich; wenn nun die Seite BS 
der Seite ED gleich ift, fo 

ift das verlangte gefchehen, ^ H 

denn es ift ein der geradli- 
nigen Figur gleiches Qua- 
drat befchrieben worden. 
Wo aber nicht, fo ift eine 
von bey den, die B £ oder 
E D gröffer, als die andere, 
i« fey die BE die größere, fo verlängere man fie bis 

B nach 
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E 




D 



nach F und mache (t, 3, S.) die ef der ED gleich, als- 
dann halbfre man die FB in dem Punkte G, und befchrei- 
be (3. Ford.) aus dem Mittelpunkte G, mit der Weite GF 
oder GB, den Halbkreis BHF, hierauf verlängere man 
die de bis nach H, und ziehe die GH, 

Beweis. Da die gera- 
de Linie b F in dem Punkte 
G in gleiche und in dem 
Punkte e in ungleiche Thei- 
le getheilt ift, fo ift (2» 5. 
S.) das Rechteck aus be» 
EF fammt dem Quadrate 
von EG dem Qiidrate von 
GF gleich. Die GF aber 
ift der G H gleich ; folglich 

ift das Rechteck aus BE, EF» fammt dem Quadrate von 
GE dem Quadrate von GH gleich. Dem Quadrate von 
GH aber find (1,47. S.) die Quadrate von EH, GE 
gleich; folglich ift das Rechteck aus BE, EF fammt dem 
Quadrate von G E den Quadraten von , H E , EG gleich. 
Man nehme beyderfeits das Quadrat von GE hinweg, fo 
ift das übrigbleibende Rechteck aus BE, ef dem Quadra« 
te von eh gleich. Nun ift aber BD das Rechteck aus 
BE, E F , denn die E F ift der E D gleich ; folglich ift das 
Parallelogramm BD dem Quadrate von eh gleich« Es ift 
aber B D der geradlinigen Figur A gleich ; folglich ift auch 
die geradlinige Figur A dem Quadrate von EH gleich. 

Demnach ift der gegebenen geradlinigen Figur a ein 
Quadrat gleich gemacht worden, dasjenige nämlich, wel- 
ches von der Linie £ H befch rieben werden kann, w. z. e. w. 



Euklids 
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JE r h l a r u n g e n. 

1. Gleiche Kreife find folche, ia welchen die 

Durchmeffer, oder die vom Mittelpunkte 
ausgehende Linien (Halbmejfer) , einander 
gleich find. 

2. Man fagt, eine gerade Linie berühre den 

Kreis, wenn fie den Kreis trifft, und ver- 
längert ihn doch nicht Ichneidet. (Sie 
' heilst auch Tangente des Kreifes.J 

3. Man Agt von Kreifen, dafs fie einander b*+ 

rühren , wenn fie einander treffen, ohne 
einander zu fchneiden. 

4« Man fagt gerade Linien ftehen im Kreife 
gleichweit vom Mittelpunkte ub% wenn die 
vom Mittelpunkte aus auf iie gefällten 
Lothe einander gleich find. 

5. Von derjenigen aher, aufweiche ein gröffe- 

res Loth fällt, fagt man, fie ftehe weiter ab. 

6. Ein Kreisab/chnitt (Segment) ift die Figur, 

welche von einer geraden Linie und ei- 
nem Theile des Umkreifes (Kreisbogen) 
eingefchloffen wird. 

£ 2 7. Der 



Digitized by Google 



I ' ' ' 

%. * 

68 Euklids Elemente, 

. i 

7, Der Winkel des Kreisahfchnitts ift der, 
welcher von eben diefer geraden Linie 
und dem Kreisbogen eingefchloffen 'wird. 

g. Der Winkel im Kreisabfchnitte ift der, wel- 
cher von zwey geraden Linien eingefchlof- 
fen wird, die von einem im Kreisbogen 
nach Belieben angenommenen Punkte an 
die Endpunkte der geraden Linie gehen, 
welche die Grundlinie des Kreisahfchnitts ift. 

9. Da die einen folchen Winkel einfchlieffen- 

den Linien einen Kreisbogen abfchneiden, 
fo fagt man auch, diefer Winkel flehe auf 
Jblchem Kreisbogen. 

10. Ein Kreisausfchnitt (S'ector) ift die Figur, 
welche von den Schenkeln eines Winkels 
am Mittelpunkte des Kreifes {Centriwin- 
hds) und dem von ihnen abgefchnittenea 
Kreisbogen eingefchloffen wird, 

XX. Aehnliche Kreisabfchnitte find folche, wel- 
che gleiche Winkel faffen , oder in wel- 
chen die Winkel einander gleich find. 

X. 8 a z. 

* 

Aufgabe. Den Mittelpunkt eines gegebe- 
nen Kreifes zu finden. 

Es fey der gegebene Kreis ABC, und man foll deflen 
Mittelpunkt finden« 

Anfiofnng. Man ziehe in demfelben eine gerade Linie 
AB nach Belieben , halbire fie (1, io # S.) in dem Punkte 
D, errichte (I, 11. S.) auf ihr in eben dicfein Punkte die 
D C lothrecht, und verlängere folche bis nach E; alsdann 
halbire man die CE in dem Punkte F, fo behaupte ich, 
dafs F der Mittelpunkt des Kreifes ABC fey* 

Beweis, Es fey nicht der Punkt F, fondern, die Mög- 
lichkeit angenommen, irgend ein anderer, wie der Punkt 
G, der Mittelpunkt, fo ziehe man CA, G D, GB, 

Da 

-- 

# 

» : 
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Da .nun die AD der DB gleich* 
und die GD gemeinschaftlich ift r 
fo find die beyden AD, DG den 
beyden GD, DB ftückweife gleich, 
auch ift (1, 15. Erkl.) die Grund* 
linie G A der Grundlinie G B gleich, 
denn fie gehen beyda von dem Mit- ^ 
telpunkte G aus; folglich ift (1 , g, 
S.) auch der Winkel A D G dem . 
Winkel G D 3 gleich. Wenu aber 

eine gerade Linie auf einer andern fo aufgeftellt ift, dafs 
fie gleiche Nebenwinkel macht, fo ift (1 , 10. Erkl,) jeder 
der gleichen Winkel ein rechter« Ep ift alfo gdb ein 
rechter Winkel. Aber auch FDß ift ein rechter ; folglich 
ift der Winkel GDB dem Winkel F D B , alfo der kleinere 
dem gröflern, gleich, welches unmöglich ift. Demnach ift 
der Punkt G nicht der Mittelpunkt des Kreifes ABC. 
Eben fo kann dies aber auch von jedem andern Punkte, 
aufler dem Punkte F gezeigt werden ; folglich ift der Punkt 
F der Mittelpunkt des Kreifes ABC. w. z. e. w. 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs, wenn im Kreife eine 
gerade Linie eine andere halbirt und lothrecht fchneidet, 
in der fchncidenden Linie der Mittelpunkt des Kreifes fey« 

2. S a z. 

• - » 

Lehrfaz. Wenn in der Peripherie eines 
Kreifes zwey beliebige Punkte angenommen 
werden, fo fallt die gerade Linie, welche fol- 
che verbindet, innerhalb des Kreifes. 

Es fey der Kreis ABC, und man nehme in der Peri- 
pherie deflelben nach Belieben die beyden Punkte A, B 
an, fo behaupte ich, dafs die von A nach B gezogene ge- 
rade Linie innerhalb des Kreifes falle. 

Beweis. Wäre dies nicht, fondern fiele fie, die Mög- 
lichkeit angenommen, außerhalb des Kreifes, wie die A E B, 
fo nehme man (3, 1. S.) den Mittelpunkt des Kreifes 

abc; 
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ABC; diefer fey D. Nun ziehe 
man die DA, DB, DF, und ver- 
längere die I eitere bis nach E. 

Da nun die DA der D B gleich 
ift, fo ift auch (i , 5. S.) der Win- 
Jcel DAE dem Winkel D B E gleich. 
Und da in dem Drcyecke DAE die 
eine Seite ae bis nach B verlän- 
gert worden \ft, fo ift (1 , 16. S.) 
der Winkel DEB größer, als der 
DAE. Es ift aber der Winkel DAE dem Winkel DBB 
gleich $ folglich ift der Winkel DEB auch größer, als der 
DBB, Nun liegt aber (1 , 18. S.) dem gröflern Winkel 
auch die größere Seite gegenüber; folglich ift auch die 
DB größer als die DE. Es ift aber die DB der DF gleich» 
und mithin ift die kleinere D F gröffer , als die größere 
DE, welches unmöglich ift. Folglich fällt die von A nach 
B gezogene gerade Linie nicht außerhalb des Kreifes. 
Eben fo kann aber auch gezeigt werden, dafs fie nicht in 
die Peripherie falle; folglich fällt fie innerhalb des Kreifes, 

Wenn demnach in der Peripherie eines u. f. w. w. «. c. w. 

1 

Lehrfaz* Wenn im Kreife eine durch den 
Mittelpunkt gehende gerade Linie eine aridere 
nicht durch den Mittelpunkt gehende halbirt, 
fo fchneidet fie diefelbe lothrecht; und wenn 
lie diefelbe lothrecht fchneidet, fo halbirt fie 
laiche auch. 

Es fey der Kreis ABC, und in demfelbcn balbire die 
durcH den Mittelpunkt gehende gerade Linie c D eine nicht 
durch den Mittelpunkt gebende AB in dem Punkte F, fo 
behaupte ich, dafs fie diefelbe auch lothrecht fch neide. 

Beweis, Man nehme (3, 1. S.) den Mittelpunkt des 
Kreifes a b C , und diefer fey E , nun ziehe man die E A, eb ( 

Da nun die AP der F B gleich und die F E geincin- 
fchaftlich ift, fo find zwey und zwey Seiten einander ftück- 

Weife 
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gleich , und da auch die Grund- 
linie ea der Grundlinie £B gleich 
ift; fo ift (i , 8. S.) auch der Winkel 
A FE dem Winkel efb gleich. Wenn 
aber eine gerade Ljnie auf einer an- 
dern fo aufgeftellt ift, dafs fie die Ne- 
benwinke} einander gleich macht» fo 
ift jeder der gleichen Winkel ein rech- 
ter; , folglich ift' jeder der Winkel 
AFE, efb ein rechter» und mit- , > 

Schneidet die, durch, den Mittelpunkt gehende gerafc 
inie CD, welche die nicht durch f den Mittelpunkt gehen« 
de AB halbirt, folche auch lothrecht. 

^ + T • m. '.1. • » 

Nun feze man aber, die cd fchneide die AB loth- 
recht, fo behaupte ich» dafc fie folche auch halbire, daft 
ift, dafi die AJP ^ier fb gleich fey. 

Denn da, iftch der nämlichert Conftruccicm, die EA, 
t B , als Halbmefler, einander gleich find, fo ift (i, c. S.) 
auch der Winkel EAF dem Winkel EBF gleich; e» ift 
aber JkFS ein rechter Winkel, und, dem rechten Winkel 
EFB gleich; folglich find in diefen beyden Dreyccken xwey 
Winkel einander ftückweife gleich, auch iß eine Seite det 
einen einer Seite des andern gleich, nämlich die beyden 
gemein fchaftliche, und jnvbeyden einem der gleichen Win- 
kel gegenüberliegenden Seite *u i folglich find (i, a6«$4) 
in beyden auch die übrigen Seiten einander gleich;, die A.P 
alfa ift der fb gleich« 4 

< Wenn demnach im Kreife eine durch den Mittelpunkt 
gehende gerade Linie u. & w* w. z, e. w* 



4. S at. 



Lehrfaz. Wenn im Kreife zwey nicht durch 
den Mittelpunkt gehende gerade Linien einan- 
der fchneiden, fo halbiren fie einander nicht. 

Es fey der Krei» ab CD, in denselben fchneiden die 
nicht durch den Mittelpunkt gehenden geraden Linien AC, 
bd einander in dem Punkte S, fo behaupte ich, dafs fie 
einander nicht halbiren. 



» 
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Beweis. Gcfezt, fie halbirtcn, 
die Möglichkeit angenommen, ein- 
ander, fo, dafs die AE der £ C, 
und die BE der r o gleich wäre, 
fo nehme man den Mittelpunkt des B 
Kreifes AB CD, und diefer fey F, 
alsdann ziehe man die FE. 

Da nun die durch den Mittel- 
punkt gehende gerade Linie FE die nicht durch den Mit- 
telpunkt gehende AC halbirt, fo fchneidet fie (3, 3 S,) 
diefclbige auch lothrecht ; und es ift alfo der Winkel FE A 
ein rechter Winkel. Da ferner die gerade Linie FE die 
nicht durch den Mittelpunkt gebende Linie BD halbirfc 
fo fchneidet fie folche auch lothrecht, und es ift alfo. auch 
der Winkel F E B ein rechter Winkel. Es ift aber gezeigt 
worden, dafs auch fea ein rechter Winkel fey; folglich 
ift der Winkel FEA dem Winkel feb, alfa der kleinere 
dem gröfferen, gleich; welches unmöglich ift. Die AC, 
BD halbiren alfo einander nicht. 



♦ M 



Wenn demnach im Kreife u, f. w. w. 2. c, w* 

. . . • . •» t , *t * 



5. «Sa:, 

1 . 



Lehrfaz. Wenn zwpy Kreife einander 
fchneiden, fo habea iie nicht einerley Mittel* 
punkt, " • * • tl 

Die beyden Kreife ABC, CDG fchneiden einander in 
den Punkten B, C fo behaupte ich, dafs fie nicht einerley 
Mittelpunkt haben. 

Beweis. Es fey, die Mög- 
lichkeit angenommen, ihr ge- 
meinfchaftlicher Mittelpunkt E, 
fp ziehe man die EC, und 
nach Belieben die efg, 

Da nun E der Mittelpunkt 
des Kreifes ABC ift, fo ift (i, 
15. Erkl.) die Ec der ef 
gleich. Da ferner E auch der 




•1 
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Mittelpunkt des Kreifes CDG ift, fo ift die EC der EO 
gleich. Ei ift aber gezeigt worden, dafs die £ C auch; , der 
EF gleich fey; folglich ift die EF der EG,» alfo die klei- 
nere der größeren , gleich , .welches unmöglich ift. Der 
Punkt E ift alfo nicht der Mittelpunkt der bey Jen Kreife 

ABC, CDG. , ; (k ;; # 

Wenn demnach zwey Krcife u. f. w. w. z. e, w # 



6. S a e. 



< 

« »» 
- • • - * .... 

» *» 



Lehrfaz. Wenn zwey Kreife einander in- 
wendig berühren, fo haben fie hiebt einer W 
Mittelpunkt. /; 

Die bey den Kreife ABC, Cd e berühren einander in- 
wendig in dem Punkte c, fo behaupte ich, dafs fie nicht 
einerley Mittelpunkt haben. * 

Beweis. Es fey, die Möglichkeit 
angenommen, F ihr gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt, fo ziehe man die FC^ 
und nach Belieben die FE B. : .1 

Da nun F der Mittelpunkt des 
Kreifes ABC ift, fo ift die FC der 
FB gleich. Da ferner F der Mittel- 
ponkt des Kreifes CDS ift , fo ift die 
FC der FE gleich. Es ift abW-^-*** " "n :*> 
zeigt worden, daTs die FC auch der FB gleich fey; folg* 
lieh ift die FE der TB, alfo die* "kleinere der größeren, 
gleich, welches unmöglich ift; Es ift alfö nicht der Punkt 
F der Mittelpunkt ticr beyden JÜriife RvV, CI>E,r * 

"Wenn demnach zwey Kreife u. C W, 1 w. z; e. 

7. Saz.'-' 




Lehrfaz. Wenn man im Durch meffer eines 
Kreifes einen Punkt annimmt, -der nicht der 
Mittelpunkt ift, und es gehen you diefem Punk- 
te aus gerade Linien an den Kreis, fo ift die 
gröfste von ihuea diejenige, i& welcher der 

* f Mit- 
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Mittelpunkt Hegt, ihr Reit aber die kleinfte; 
und von den übrigen ift immer die, welche der 
durch den Mittelpunkt gebenden näher liegt, 
gröffer als die entferntere; auch gehen von die- 
fem tunkte aus nurzwey gleiche gerade Linien 
auf beyden Seiten der kleinften an den Kreis. 

Es fcy der Kreis Abcd, deflen Durchmeflcr A D, und 
auf demfclben nehme man den Funkt F an, der nicht der 
Mittelpunkt des Kreifes ift, deflen Mittelpunkt aber fey E, 
und von dem Punkte F aus gehen die geraden Linien FE, FC, 
IG an den Kreis, fo behaupte ich, dafs die F A die größ- 
te, die FD hingegen die kleinfte, von den übrigen aber die 
rB gröffer, als die FC, und die FC gröffer» als die F G 
fcy. Man ziehe noch die BE, CE, GF. 
• r Beweis. Da (i, ao. S.) in 
jedem Drcyeckc jede zwey Sei- 
len zu fammen gröffer, als die 
dritte, find,, (o find die EB, 
ir gröffer, als die B,F. Es ift 
goer die A E 4« B E gleich ; 
folglich find die BE, ef der 
a i gleich 5 und mithin ift die 
Af ' gröffer, als Jdie 3 F. Da 
ferneV^die der es gleich, 
die FE aber gemeinfchaftlkh ift» fo find die beyden be,fe 
den beyden CE, FB ftück weife gleich, aber der Winkel B e f 
ift gröffer, als 4er . Sankel CEF; folglich ift (i, 24. S.) 
auch die Grundlinie B P gröffer, als die Grundlinie C F. Aus 
eben den Pründenift auch die C F gröffer , als die G F. 

Da ferner die $ F> F E, gröffer find , als die G E % aber 
die GE der ED gleich ift, fo find die GF, FE auch gröf- 
fer, als die ED. Man nehme beyderfeits die FE hinweg, 
fo ift der Reft FG gröffer, als' der Reft FD. Und folg- 
lich ift FA die gröfste, und FD die kleinfte, auch FB 
gröffer, als FC* 'und FC gröffer, als fg, > 
Ich behaupte aber ferner, dafs von dem Punkte r cur 
zwey gleiche gerade Linien, auf be/den Seiten der klein- 
ften FD, an den Kreis. ABCD gehen« 

Man 
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Min feie (i, 23. S.) an den Punkt fi der Linie Et 
den Winkel feh, welcher dem Winkel gef gleich fey, 
und ziehe die FH. Da nun die GE der EH gleich» und 
die ,EF gemeinfehaftlich ift, fo find die beyden GE, BF 
den beyden eh, ff ftückweife gleich, auch ift der Win- 
kel gef dem Winkel HEF gleich; folglich ift (1, 4. S.) 
auch die Grundlinie F G der Grundlinie F H gleich. Nun 
behaupte ich , dafs von dem Punkte P aus keine andere, 
der fg gleiche, gerade Linie an den Kreit gehe« Denn 
gefeit, es gebe, die Möglichkeit angenommen, noch die 
Linie fk, welche der FG gleich, fey, »n den Kr et«, Co . 
ift, da die fk der FG, die FG aber der FH gleich ift, auch 
die F K der F H , alfo die , der durch den Mittelpunkt gehen* 
den, nähere der entfernteren gleich, welches unmöglich ift» 

Wenn man demnach im Durchmefter eines Krciics 

u, f. w. x. e. w. % , f 

8. Sazi 

> » • - 

■ • , * * " « 

Lehrfaz. Wenn außerhalb eines Kreifes 
ein Punkt angenommen wird, und von dem- 
felben* gerade Linien an detn Kreis gehen,, wq^ 
von eine durch den Mittelpunkt gehet, die 
übrigen aber nach Belieben ihn treffen, Jq ift 
unter denen, welche an die hohle Peripherie 
gehen, diejenige diegrofete, welche durch den 
Mittelpunkt gehet, qnd von den übrigen jede 
der durch den Mittelpunkt gehenden nähere 
gröffer, als die enferntere; unter denen aber, 
welche an die erhabene Peripherie gehen , ift 
die zwifchen dem, angenommenen Punkte und 
dem Durcbmeffer liegende die kleinfte , und 
von den übrigen jede der kleinften nähere 
kleiner, als die entferntere; auch gehen von 
dem angenommenen Punkte aus nur zwey 
leiche gerade Linien auf beyden Seiten der 
leinften an den Kreis. 

Es fey der Kreis ABC; man nehme außerhalb densel- 
ben einen Punkt d an, und ziehe von dcmfclben an den 

Kreis 
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Kreis die geraden Linien ITA* 'DE, DF, DC, unter welchen 
die DA durch den Mittelpunkt gehe» fo behaupte ich» dafs 
unter den an die hohle Peripherie AEFC gehenden geraden 
Linien die durch den Mittelpunkt gehende DA die gröfstc, 
und die zwifchen dem angenommenen Punkte und dem Durch« 
weffer AG befindliche» DG» die kleinfte, dafs aber die DE 
gröTTer, als. die dp, und die DF größer , als die DC fey; 
dafs ferner unter denen» welche in den Punkten H » L, K, 
G. die erhabene Peripherie treffen» immer die der kleinften 
T G nähere kleiner fey, als die entferntere , nämlich die DK 
kleiner» als die dl» und die dl kleiner, als die DH, 



D 




Beweis. Man nehme den Mit- 
telpunkt des Kreifes ABC, und 
diefer fey M » alsdann ziehe man 

die ME, MF, MC, M&, ML, 
MK. 

Da nun die A M der E M 
gleich ift, fa feze man beyderfeits q 
die M D hinzu , und es Sil die a d 
den tieyden EM, M D gleich. Aber 
che E-M , MD find ( i , '26. S. ) 
grölTer,* als die E b; folglich jft 
auch die ad grolfcr,' als die ED. 
ba Ferner die ME der M'F gleich, 
die MD aber gemeinfchaftlich ift, 

fo find die beydeh' Em,' MD den beyden FM, MD gleich; 
aher der Winkel emd ift gröfler, als, der Winkel fmds 
folglich ift (I» 24. auch die Grundlinie ED gröfler, 
als die Grundlinie FD. Eben fo kann nun auch bewiefen 
werden, dafs dieFD gröffer, als die OD, fey. Demnach 
ift D A die gröfstej und'-D E gröfler, als DT, die DF aber 
größer als die DC, • 1 • 

Da ferner Ci > ao. S.) die MK, KD gröfler find, als 
die MD, aber die MG der MK gleich ift, fo ift auch der 
Reft KD gröfler, als der Reft G D, und mithin GD kleiner, 
als KD, folglich G D die kleinfte. Und da in dein Dreyecke 
M LD auf einer feiner Seiten M D zwey gerade Linien M K, 
KD inwendig aufgcltellt find, fo fiud diefe (1, 21. S t ) klei- 

ncr 
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ner als ML, LD. Da nun die MK der ML gleich ift, fo 
ift der Reft DK kleiner, als der Reft DL. Eben fo kann 
nun auch bewiefen werden , dafs D L kleiner fey , als D H. 
Demnach ift D G die klcinfte , und DK kleiner als DL, die 
DL aber kleiner als die DH. 

Ich behaupte endlich noch, dafs von dem Punkte D aus 
nur zwey gleiche gerade Linien, auf beyden Seiten der 
kleinften DG, an den Kreis gehen. Man feze (i, 33. S.) 
an den Punkt M der geraden Linie M D einen Winkel D MB 
welcher dem Winkel KMD gleich fey, und ziehe die DB. 
Da nun dieMK der MB gleich, die MD aber geineinfchaft« 
lieh ift, fo find die beyden KM, MD den beyden BM, 
M D ftiiekweife gleich , auch ift der Winkel KMD dem Win. 
kel DMB gleich; folglich ift (1, 4. S.) auch die Grundlinie 
DK der Grundlinie DB gleich* Nun behaupte ich, da ja 
von dem Punkte D aus keine andere, der DK gleiche, ge- 
rade Linie an den Kreis gehe. Es gehe, die Möglichkeit 
angenommen, noch eine andere; der DK gleiche, an den 
Kreis wie die DN. Da nun die DK der DN, aber auch 
die DK der DB gleich ift, fo ift auch die DB der DN, alfo 
die der kleinften DG uähere der enfernteren, gleich, wel- 
ches, nach dem bereits erwiefenen, unmöglich ift. 

Wenn demnach außerhalb eines Kreifes u« f. w« w. 
z. e. w« 

9. S a z. 

Lehrfaz. Wenn in einem Kreife ein Punkt 
angenommen wird, und von denselben mehr, 
als zwey, gleiche gerade Linien au den Kreis 
gehen , fo ift der angenommene Punkt der 
Mittelpunkt des Kreifes. - 

Es fey der Kreis ABC, und in demfelben der Punkt D, 
und von diefem Punkte D gehen an den Kreis ABC mehr, 
als zwey, gleiche gerade Linien DA, DB, DC, fo behaup- 
te ich, dafs der Punkt D der Mittelpunkt des Kreifes fey # 

Beweis.- Man ziehe die AB, HC und halbire fie (1, 10. 
S«) in den Punkten E, F» ziehe alsdann die ED, DF und 

\ ver- 
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verlängere fie bis zu den Punkten L 
6 , K und H , L. 

Da nun die AE der EB gleich, 
die ED aber gemeinschaftlich ift, 
fo find die beyden AE, ED den K 
beyden BE , ED ftöckweife gleich, 
«uch ift die Grundlinie DA der 
Grundlinie DB gleich } folglich ift 
0» 8. S.) auch der Winkel AED 
dem Winkel BED gleich, und mithin ift (i, io. Erkl.) je- 
der der beyden Winkel A EP, BED ein rechter, und die 
Linie G K , welche die A B halbirt , fchncidet ßc alfo loth- 
recht. Da nun wenn im Kreife eine gerade Linie eine andre 
halbirt und lothrecht fchncidet (3, 1. Zuf.) in der fchneiden- 
den Linie der Mittelpunkt des Kreifes ift, fo ift in der Li- 
nie GK der Mittelpunkt des Kreifes ABC, Nun wird 
eben fo bewiefen, dafc auch in der HL der Mittelpunkt des 
Kreifes ABC fey« Da nun die beyden Linien GK, HL kei- 
nen andern Punkt mit einander gemein haben, als den Punkt 
D , fo ift folglich D der Mittelpunkt des Kreifes ABC. 

Wenn demnach in einem Kreife ein Punkt angenommen 
wird u. C W. W, 2. e, w. 

• '•• - | 

10. Saz. 

Lehrfaz* Ein Kreis fchneidet einen an- \ 
dem niöht in mehr als zwey Punkten. ! 

Gefezt, es fchnitte, die Möglichkeit angenommen, der 
Kreis ABC den Kreis DEF in mehr, als iwey, Punkten, 
nämlich in B, G, H, fo «ehe man die geraden Linien BH, 
BG, und halbire fie in den Punkten K, L alsdann errichte 
man in diefen Punkten K, L auf den Linien BH, BG die 
KC, LM lothrecht, und verlängere folche bis nach A, E. 

Beweis. Da in dem Kreife ABC die gerade Linie AC 
eine andere BH halbirt und lothrecht fchncidet, fo ift (3, i # 
Zuf.) in der Linie A C der Mittelpunkt des Kreifes ABC« 
Da ferner in eben die fem Kreife die gerade Linie NO eine 
andere BG halbirt und lothrecht fchncidet fo ift der Mittel- 
punkt 
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punkt des Kr ei« «4 
fcs ABC in der 
Linie NO, Es 
ift aber gezeigt 
worden, dafs er 
auch in der Li- 
nie AC liege, M 
und die geraden 
Linien AC, NO 
begegnen einan- 
der in keinem 
Punkte, als im C 
Punkte P, folg- 
lich ift der Punkt P der Mittelpunkt des Kreifes ABC. 
Eben fo kann aber gezeigt werden, dafs der Punkt P, 
auch der Mittelpunkt des Kreifes DEF fey, und folglich 
hätten die beyden einander fchneidenden Kreife ABC» 
DEF einerley Mittelpunkt P, welches (3, 5, S.) unmög- 
lich ift. 

Ein Kreis fchneidet alfo einen andern nicht in mehr, 
als *wey, Punkten, w. z. c. w. 

11. Saz. 

Lehrfaz* Wenn zwey Kreife einander in- 
wendig berühren , und man nimmt ihre Mittel- 
punkte, fo trifft die gerade Linie, welche durch 
ihre Mittelpunkte gehet, verlängert an den 
Berührungspunkt der beyden Kreife. 1 

Die beyden Kreife ABC, ADE berühren einander in- 
wendig in dem Punkte A , und man nehme des Kreifes 
ABC Mittelpunkt F, und des Kreifes ADE Mittelpunkt 
G, fo behaupte ich, dafs die von F nach G gezogene ge- 
rade Linie verlängert an den Punkt A treffe. 

Beweis. Wenn dies nicht wäre, fo habe fie, die Mög- 
lichkeit angenommen, die Lage FGDH, und man ziehe 
die AF, AG» Da nun die AG, GF (i, 20. S.) zufammen 
größer find, als die F A, das ift gröffer, als FH, (denn 
FH, FA find als Halbmelfcr, einander gleich) fo nehmt 

man 
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man beyderfeits die FG hinweg, und 
es ift der Reft AC noch gröfler, als 
der Reft GH. Et ift aber die AG 
der GD gleich; und folglich wäre 
auch GD, die kleinere, größer, als 
GH, die größere, welches unmöglich 
ift. Folglich fällt die von F nach G 
gezogene gerade Linie nicht außerhalb 
des Berührungspunkt A, und trifft 
mithin ihn felbft. 

Wenn demnach zwey Kreife einander inwendig beruh* 
ren u, t,w, w. z. e. w. 




12» Saz. 

^ * 

Lehrfaz. Wenn zwey Kreife einander aus- 
wendig berühren, fo gehet die dnrph ihre Mit- 
telpunkte gezogene gerade Linie durch den 
Berührungspunkt. 

Die ,bryden Kreife ABC, ADE berühren einander aus- 
wendig in. dem Punkte A, und man nehme des Kreifes 
ABC Mittelpunkt F, und des Kreifes ADE Mittelpunkt 
G, fo behaupte ich, dafs die von F nach G gezogene ge- 
rade Linie durch den Berührungspunkt A gehe. 

Beweis. Wenn dies B 
oieht wäre, fo habe fic, "N. E 

die Möglichkeit angenom- 
men, die Lage FCDG, 
und man ziehe die AF, 
A G. Da nun F der Mit- 
telpunkt des Kreifes ABC 
ift, fo ift die FA der FC 
gleich 5 Da ferner G der 

Mittelpunkt des Kreifes ADE ift» fo ift die GA der GD 
gleich, Nun ift aber gezeigt worden, dafs die FA auch der 
FC gleich fey; folglich find die beyden FA, AG den beyden 
FC, DG gleich, und mithin ift die ganze FG gröfTer, als 
die beyden FA, AG. Aber fie ift (i y 20, S.) auch kleiner, 

als 
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als diefe» welches unmöglich ift. Folglich fällt die von 
dem Punkte F nach G gezogene gerade Linie nicht außer- 
halb des Berührungspunkts A, und gehet alfo durch den« 
fclben. 

Wenn demnach cwey Kreife einander auswendig be- 
rühren u. f. w. w, 2. c. w. 

* 

13. Saz. 

Lehrfaz. Ein Kreis berührt einen andern, 
er mag ihn inwendig oder auswendig berüh- 
ren , nicht in mehr als einem Punkte. 

Beweis. Gefezt, der K 
Kreis AB CD berühre, die 
Möglichkeit angenommen» 
den Kreis EBFD zuerft in- 
wendig in mehr als einem 
Punkte» nämlich in den Punk- 
ten B» D fo nehme man 
(3, i* S. ) des K reifes 
ABDC Mittelpunkt G, und 
des Kreifes EBFD Mittel- ß\ 
punkt H, und die gerade 
Linie von G nach H wird 
(3» Ii. S.) durch die Punk- 
te ß, D gehen. Gefezt He 
habe die Lage BGHD. Da 
nun G der Mittelpunkt des 

Kreifes A B C D ift , fo ift die B G der G D gleich , und folg- 
lich die BG gröfTer, als die HD, alfo noch vielmehr die BH 
grofler, als die H D. pa ferner H der Mittelpunkt des Krei- 
fes EB FD ift, fo ift die BH der HD gleich; es ift aber ge- 
zeigt worden, dafs die BH auch viel gröfTer, als die HD, 
fey, welches unmöglich ift. Ein Kreis berührt alfo einen 
andern inwendig nicht in mehr als einem Punkte. 

Ich behaupte aber ferner, dafs ein Kreie einen andern 
auch auswendig nicht in mehr als einem Punkte berühre. 

F Denn 
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Denn gefeit, der Kreis ACK berühre, die Möglichkeit 
angenommen, den Kreis A BD C auswendig in mehr als ei- 
nem Punkte , nämlich in den Punkten A , C fo ziehe man 
die A C. Da nun in der Peripherie eines jeden der K reife 
ABDC, ACK zwey beliebige Punkte A , C angenommen 
worden» fo fallt die durch diefelbigen gezogene gerade Li- 
nie (3, 2. S.) innerhalb eines jeden der beyden Kreifc. 
Fällt fie aber innerhalb des Kreifes ABDC, fo fällt fie 
(3, 3* Erk!.) außerhalb des Kreifes ACK, welches unmög- 
lich ift. Polglich berührt ein Kreis einen andern auswen- 
dig nicht in mehr als einem Punkte» 

Es ift aber gezeigt worden , dafs die Berührung zweyer 
Kreifeauch inwendig nicht in mehr als einem Punkte gefchehe. 

Demnach berührt ein Kreis einen andern, er mag ihn 
inwendig oder auswendig berühren, nicht in mehr als ei- 
nem Punkte, w, z# e. w. 

* 'S 

14, S az. 

^ Lehrfaz. Im Kreife ftehen gleiche gerade 
Linien gleich weit vom Mittelpunkte ab; und, 
gerade Linien welche gleich weit vom Mittel- 
punkte abfteheh find einander gleich. 

Es fey der Kreis ABDC, und in denselben feyen die 
geraden Linien AB, CD einander gleich, fo behaupte ich, 
dafs fie gleich weit vom Mittelpunkte abftehen. 

Beweis. Man nehme des Kreifes 
ABDC Mittelpunkt E, fälle von dem 
Punkte E auf die Linien AB, CD 
die Lothe EF, EG, und ziehe AE, 
EC. 

Da nun die durch den Mittelpunkt 
gehende gerade Linie E F die nicht 
durch den Mittelpunkt gehende AB 
lothrecht fchneidet , fo halbirt fie (3, 
3. S.) folche auch; es ift «lfo die AF der FB gleich, und 
mithin AB das Doppehe von AF, Aus eben den Grün- 
den aber ift CD das Doppelte von CG; ferner ift die AB 

der 
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der CD» und folglich auch die AF der CG gleich; und 
da die AE der EC gleich ift, fo ift auch das Quadrat von 
AE dem Quadrate von EC gleich. Nun find aber (i, 47, 
S.) dein Quadrate von AE die Quadrate von AF, FE 
gleich , denn der Winkel bey F ift ein rechter , dem Qua- 
drate von EC aber find die Quadrate yon CG, GE gleich» 
denn der Winkel bey G ift ein rechter; folglich find dio 
Quadrate von AF, EF den Quadraten von CG, GE 
glnch. Unter diefen aber ift das Quadrat von AF dem 
Quadrate von CG gleich, weil die AF feibft der CG 
gleich ift; folglich ift auch, wenn man beyderfeits gleiches 
wegnimmt, das. Quadrat von FE dem Quadrate von GE, 
und mithin auch die FE der EG gleich. Man fagt aber 
(j, 4. Erkl.) dafs gerade Linien im Kreife gleich weit 
vom Mittelpunkte abftchen, wenn die vom Mittelpunkte 
aus auf fie gefällten Lothe gleich find; und folglich ftehen 
AB, CD gleich weit vom Mittelpunkte ab. 

Nun follen aber A B, CD gleichweit vom Mittelpunkt© 
•bftehen, das ift, es foll die EF der EG gleich fey», fo> 
behaupte ich, dafs auch die AB der CD gleich fey. 

Denn man kann, nach der nämlichen Conftruction eben 
fo, wie vorhin, zeigen, dafs Aß das Doppelte von A F, 
und C D das Doppelte von C G fey. Da nun die A E dec 
CE gleich ift, fo ift auch das Quadrat von AE dem Qua- 
drate von CE gleich. Nun find (1 , 47, S j dem Quadrate 
von AE die Quadrate von EF, FA, dem Quadrate von 
CE aber die Quadrate von GE, CG gleich; folglich find 
die Quadrate von EF, FA den Quadraten vou GE, CG 
gleich. Unter diefen aber ift das Quadrat von EF dem 
Quadrate von EG gleich, denn die EF feibft ift der EG 
gleich; folglich ift auch, wenn man beyderfeits gleichet 
abziehet, das Quadrat von FA dem Quadrate von CG und 
mithin auch die AF feibft der GC gleich Nun ift AB 
das Doppelte von AF, und CD das Doppelte von CG* 
folglich ift auch die AB der CD gleich. 

« * 

Demnach ftehen im Kreife u. f, W« *♦ w » 

F i »5« Sax - 
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15. 8 a z. 

Lehrfaz. Im Kreife ift derDurchmeffer die 
gröfste Linie, von den übrigen aber jede dein 
Mittelpunkte nähere gröffer, als die entferntere. 

Es fey der Kreis ABCD deflen Durchmetier AD, 
und fein Mittelpunkt E, ferner fey die BC dem Mittel* 
punkte E näher, die FG aber weiter von ihm entfernt, 
fo behaupte ich, dafs die AD die größte, die BC aber 
größer, als die FG, fey. 

Beweis. Man fälle aus dem Mit- m A B 
telpunkte E auf die Linien BC, FG 
die Lothe EH, EK, fo ift, da die 
RC dem Mittelpunkte näher, die FG 
aber von ihm entfernter ift, (3, $. 
Erkl.) die EK größer, als die EH. 
Man mache alfo die EL der EH gleich, 
verlängere ' die in dem Punkte L auf 
der EKvlothrecht aufgerichtete ML 
bis nach N, und ziehe EM, EN und 
EF, EG. 

Da nun die EH der EL gleich ift, fo ift (3, 14« S.) 
auch die B C der MN gleich. Da ferner die AE der EM, 
und die ED der EN gleich ift, fo ift die AD den beyden 
EM, EN gleich. Aber EM, EN find zufammen größer, 
als MN; folglich ift auch die AD größer, als die MN. 
Es ift aber die MM der BC gleich; mithin ift auch die 
AD. größer, als die BC. Da nun die beyden ME, EN 
den beyden FE, EG gleich find, aber der Winkel ME N 
größer ift, als der Winkel FEG, fo ift (1 , 14. S.) auch 
die Grundlinie MN größer, als die Grundlinie FG. Es 
ift aber gezeigt worden, dafs die MN der fiC gleich fey; 
folglich ift auch die BC größer, als die FG. Mithin ift 
der Durchmcflcr A D die gröfste , die B C aber größer, 
als die FJG, 

» 

Demnach ift im Kreife der Durchmefler u. f. w. w.z. e. w. 

< 16. Saz. 

■ 
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16. Saz. 

Lehrfaz. Ein auf dem Durcnmeffer eine« 
Kreifes in deffen Endpunkte aufgerichtetes Loth 
fallt aufferhalb des Kreifes, und zwifchen das 
Loth und die Peripherie fällt keine andere ge- 
rade Linie ; auch ift der Winkel des Halbkrei- 
fes gröffer, fein Reft aber kleiner, als jeder ge- 
radlinige fpize Winkel. 

Es fcy [der Kreis ABC» um den Mittelpunkt D, und 
den Durchmeffer AB, fo behaupte ich, dafs das im End- 
punkte A des Durchraeflers AB auf deinfelben errichtete 
Loth außerhalb des Kreifes falle. 

Beweis* Gefeit, diefes wäre F E 

nicht, fondern es fiele, die Mög- 
lichkeit angenommen, innerhalb des 
Kreifes , wie die A C, fo ziehe man 
die DC. „ 

Da nun die D A der D C gleich ß 
ift, fo ift (i, 5. S.) auch der Win- 
kel DAC dem Winkel ACD gleich. 
Es ift aber DAC ein rechter Win- 
kel ; folglich jft auch ACD ein rech- 
ter, und mithin find DAC, ACD 
zufammen zv/cj rechte Winkel, welches (i, 17, SO un- 
möglich ift; folglich fällt das in dem Punkte A auf BA 
errichtete Loth nicht innerhalb des Kreifes* Es kann aber 
eben fo gezeigt werden, dafs es auch nicht in die Peri-- 
pherie falle; folglich fällt es aufferhalb deffelben wie AE. 

Nun behaupte ich ferner, dafs zwifchen das Loth AE 
und den Kreisbogen keine andere gerade Linie falle« 
Denn gefezt, es fiele, die Möglichkeit angenommen, noch 
eine andere dazwifchen, wie die FA, fo falle man von 
dem Punkte D auf die FA das Loth DGt Da nun AGD 
ein rechter Winkel, aber DAG kleiner, als ein rechter 
ift, fo ift (1, 19. S.) auch AD gröfTer, als DG. Es ift 
aber die DA der DH gleich, und mithin ift auch DH, 
die kleinere, gröfTer, als DG, die gröfferc, welches un- 

mög. 
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möelich ift: folglich ftllt zwifche/t 
das Loth und den Kreisbogen kei- 
ne andere gerade Linie, 

Endlich behaupte ich noch, 
dafs der Winkel des Halbkreifes, 
Welcher vetn Durchmcffer B A, und 
dem Bogen CHA eingefchioffen 
Wird, gröflTer, fein Reft aber, der 
vom Bogen OHA und dem Lothe 
A E eingefchioffen wird , kleiner 
fey, als jeder geradlinige fpize 
"Winkel. 

Denn wenn es einen geradlinigen Winkel gäbe, der 
gröffer wäre, als derjenige, welcher von dem Durchmef- 
fer BA und dem Bogen CHA, aber kleiner, als derjeni« 
ge, welcher von dem Bogen CHA und dem Lothe AB 
eingefchioffen wird, fo fiele zwifchen den Bogen CHA 
lind das Loth AE eine gerade Linie, welche einen Winke! 
machte, der» da er von geraden Linien eingefchioffen 
wird, gröffer, als der vom Durch melier BA und dem Bo- 
gen C H A , aber kleiner , als der vom Bogen CHA und 
dem Lothe AE eingefchloffene Winkel, wäre. Nun fallt 
aber eine folche Linie nicht zwifchen den F*gen und das 
1-otb; folglich giebt es auch keinen, von geraden Linien 
eingefchloffenen , Winkel, der gröffer, als der vom Durch- 
meffer B A und Kreisbogen CHA, aber kleiner , als der 
vom Bogen CHA und dem Lothe AE eingefchloffene 
Winkel, wäre. 

Demnach fällt ein auf dem Durcbmeffer eines Krcifes 

u. f, w. w. z. e. w. 

Znfaz. Hieraus erhellet alfo , dafs ein auf dem Durch* 
meffer in deffen Endpunkte errichtetes Loth» den Kreis 
berühre, und dafs eine gerade Linie den Kreis nur in ei- 
nem Punkte berühre, indem (3, 2. S.) von einer geraden 
Linie, welche d ein fei ben in zwey Punkten begegnet» ge- 
aeigt worden ift» dafs fie innerhalb deflelbcn falle. 

: 17- Saz - 
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17. Saz. 

Aufgabe. Von einem gegebenen Funkte 
aus eine gerade Linie zu ziehen, die- einen 
gegebenen Kreis berühre. 

Et fcy der gegebene Punkt A» der gegebene Kreit 
B CD, und man foll von dem Punkte A aus eine gerade 
Linie ziehen, welche den Kreis B CD berühre. 

Außöfung. Man nehme des Krcifes Mittelpunkt E» 
und ziehe die AE, ahdann beschreibe man ($♦ Ford«) aus. 
dem Mittelpunkte £ mit der Weite EA den Kreis AFG, 
errichte (i, n. S.) in dem Punkte D auf der AE die DF 
lothrecht, und ziehe die EBF, A RaJb behaupte ich, data 
die von dem Punkte A aus gezogene Linie A B den Kreis 
B CD berühre. 

Beweis, Da E der Mit« A 
telpunkt den beyden Kreife 
BCD, AFG ift, fo ift die 
EA der EF, und die ED der 
EB gleich; und mithin find 
die beyden AE» EB den bey- 
den FE, ED gleich, auch 
fchlieflen fie bey E einen ge- 
rn ein fcbaftlithen Winkel ein* 
folglich ift (i , 4« S ) auch 
die Grundlinie D F der Grund- 
linie A B, und das ganze Drey- 
eck DEF dem ganzen Drey- 
ecke ABE gleich» auch find die übrigen Winkel in beyden 
Drey ecken einander gleich; folglich iß der Winkel EB A dem 
Winkel E D F gleich ; es ift aber E D F ein rechter Winkel, 
mithin ift auch EB A ein rechter. Nun ift EB ein Halb- 
mefler, und ein auf dem Durchmeflcr in deflen Endpunkte 
errichtetes Loth berührt (3, 16. Zuf.) den Kreis; folglich N * 
berührt die AB den Kreis« 

Demnach ift von dem gegebenen Punkte A aus die ge* 
rade Linie AB gezogen worden» weicht den gegebenen 
Kreis BCD berührt, 

ig. Saz. 
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i& Saz. 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie den 
Kreis berührt, und es wird von dem Mittel- 
punkte aus an den Berührungspunkt eine ge- 
rade Linie gezogen, fo ftehet diefe auf der 
Tangente lothrecht. • 

Die gerade Linie DE berühre den Kreis ABC in dem 
Punkte C, und man nehme des Krcifes ABC Mittelpunkt 
F, und aiehe von F nach C die Linie FC, fo behaupte 
ich, dafs die FC auf der DE lothrecht fey. 

Beweis. Wenn dies nicht A 
wäre, fo fälle man (jn 12. S.) 
von dem Punkte F auf die D E 
das Loth F G. Da nun der Win- 
kel F G C ein rechter ift, fo ift 
0» 17* S.) G C F ein fpizer. 
Nun liegt (1, 19. S.) dem gröf- 
feren Winkel auch die größere 
Seite gegenüber; es ift alfo die 
FC größer, als die FG. Die 

FC aber ift der FB gleich; folglich ift auch'FB, die klei- 
nere, gröfTer, als FG, die größere, welches unmöglich ift. 
Es ift alfo nicht die FG lothrecht auf der DE. Eben fo 
kann dies aber auch von jeder andern, aulfer der FC, ge- 
zeigt werden; folglich ift die FC lothrecht auf der DE. 

Wenn demnach eine gerade Linie den Kreis berührt, 
u» f. w. w. z, c # w, 

19. Saz. 

Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie den 
Kreis berührt, und man errichtet eine gerade 
Linie in dem Berührungspunkte auf der Tan- 
gente lothrecht, fo ift in diefer des Kreifes Mit- 
telpunkt. « 

Die Linie DE berühre den Kreis ABC in dem Punkte 
C, und in eben diefem Punkte C fey die CA lothrecht 

auf 
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auf der D E aufgerichtet , fo behaupte ich , dafs in der Li» 
nie AC des Kreifes Mittelpunkt fey. 

Beweis. Wenn dies nicht A 
wire, fo fey, die Möglichkeit 
angenommen» des Kreifes Mit- 
telpunkt F, und man ziehe die 
F C. Da nun die D E den Kreis 
ABC berührt , und FC von 
dem Mittelpunkte an den Be- 
rührungspunkt gezogen ift, fo 
ift (3> i*. S.) die FC lothrecht 
auf der DE, und folglich ift 
FCE ein rechter Winkel. Es ift aber auch ACE ein rech« 
ter Winkel, und mithin ift der Winkel FCE, als der klei- 
nere, dem Winkel ACE, als dem größeren, gleich, ^wel- 
ches unmöglich ift. Folglich ift nicht F der Mittelpunkt 
des Kreifes ABC. Eben fo kann djefes aber auch von je« 
dem andern Punkte, auflfer einem, in der Linie AQ, ge- 
zeigt werden. Folglich ift in der Linie AC des Kreifes 
ABC Mittelpunkt. ' > 

Wenn demnach eine gerade Linie den Kreis berührt, 
ü. C w. w. z, e. w. i 

20. Sa-z, . 

. Lehrfaz. Im Kreife ift der Ceatriwirjkel' 
doppelt fo grofs, als der Peripherie 
wenn beyde auf einerley Bogen Uehen. 

Es fey der Kreis ABC, und an feinem Mittelpunkte 
der Winkel BEC, an feiner Peripherie aber der Winkel 
BAC, und beyde follen auf dem nämlichen Bogen BC fte- 
hen, fo behaupte ich, dafs der Winkel BEC doppelt fo 
grofs fey, als der Winkel BAC. 

Beweis. Da die EA der EB, und mitbin (i, c. S.) 
der Winkel £ AB dem Winkel EBA gleich iß, fo find 
die Winkel E AB, EBA zufammen doppelt fo grofs, als 
der Winkel EAB. Es ift aber (i , 3*. S.) der Winkel 
BEF den beyden Winkeln EBA, EAB gleich; folglich ift 
auch der Winkel BEF doppelt fo grofs, als der Winkel 

EAB. 
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E AB. Ans eben den Gründen aber ift 
auch der Winkel FEC doppelt To 
grofs, als der Winkel EAC; folglich 
ift auch der ganze Winkel BEC dop* 
peit fo grofs» ah der Winkel BAC. 

Man nehme wiederum eben die- 
fen Centri Vinkel BSC» aber der an- 
dere Vinkel fey nun B D C , und man 
fache die DE und verlängere fie bit 
nach ©, fo kann eben fo gezeigt werden, dafs der Win- 
kel GEC doppelt fo grofs fey, als der Winkel GDC» 
Von diefen aber ift GEB doppelt fo grofs, als G DB; 
folglich ift auch der Reft BEC doppelt fo grofs, als der 
Reft BDC. 

Demnach ift im Kreife u. f. w. w, z. e. w. 

ai. S a z. 

tehrfaz. Im Kreife find die Winkel ia 
eiaerley Abfchnitte einander gleich. 

Es fey der Kreis AB CD und in dem Abfchnitte 
BAED feyen die Winkel BAD, B ED fo behaupte ich, 
dafs die Winkel BAD, BED einander gleich feyen. 

Beweis. Man nehme (3, I» S.) 
des Kreifes ABCD Mittelpunkt, und 
dieCer fey Fr hierauf ziehfc man die 
BF, FD. 

Da nun der Winkel BFD ein 
Centriwinkel der Winkel BAD aber 
ein Peripheriewinkel ift, und da fie 
auf cinerley Bogen BCD ftehen, fo 
ift (j, 20. S.) der Winkel BFD dop- 
pelt fo grofs , als der Winkel BAD. Aus eben T dem 
Grunde aber ift BFD auch doppelt fo grofs, als BEt); 
folglich' ift (7. GrundC ) der Winkel BAD dem Winkel 
BED gleich, . 

Im Kreife find demnach die Winkel in einerley Ab« 
fchnitte einander gleich, w. *• e« w. 

22. Setz. 
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22. 8 a z. 

* * 

Ijehrfat. Die Gegenwinkel * der vierfeiti- 
gen Figuren im Kreife fiud zwey rechten gleich. 

Es fey der Kreis AB CD und in demfelben die vierfei- 
ge Figur Aß CD, fo behaupte ich, dafs die Gegenwinkel 
«brf Iben zwey rcehten gleich feyen. ^ 

Beweis. Man ziehe die AC, p _ £ 
B D, Da nun die drey Winkel ei- ^^V. 
nes jeden Droyecks (1, 32,. S.) zwey /fN. 
rechten gleich findi fo ßnd des Drey- / 7 \ \ 

eck. ABC drey Winkel, CA B, \\/ ^sAi 
ABC, BCA zwey rechten* gleich, ^ * 
Nun ift aber (3 , n. S.) der Winkel 
C Ä B dem Winkel BOC gleich, denn • 
fie find in einerley Abfcbnitte A D C B ; 

folglich ift der ganze Winkel ADC den beyden BAC, 
ACB gleich. Man feze den Winkel ABC beyderfeitt 
hinzu, fo find die Winkel ABC, CAB, ACB den Win* 
kein ABC, ADC gleich. Aber die Winkel ABC, BAC, 
ACB find zwey rechten gleich; folglich find auch die 
Winkel ABC, ADC zwey rechten gleich. Eben fo kann 
min gezeigt werden, defs auch die Winkel BAD, DCB 
twey rechten gleich feyen« 

Demnach find die Gegenwinkel der yierfeitigen Figuren 
im Kxcife zwey rechten gleich, w. 2. e. w. 

» ♦ 

23. Saz. 

JLehrfaz. Auf einerley geraden Linie kon« 
nen nicht zwey ähnliche und ungleiche Kreisab- 
schnitte an einerley Seite beschrieben werden.' 

Beweis. Es feyen . die Möglichkeit angenommen 1 auf 
einerley geraden Linie A B an einerley Seite zwey ähnliche 
und ungleiche Kreisabschnitte ACB, AD B, fo ziehe man 
die Linien ADC, CB, DB. Da nun. der Abfchnitt ACB, 
dem Abfcbnitte ADB ähnlich ift, ähnliche Kieisabfcbnitt© 

t ~ aber 
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aber O» ix. Erkl.) folche find , welche 
gleiche Winkel cinfeh ließen , fo ift der 
Winkel ADB dem Winkel ACB, alfo 
der äußere dem innern, gleich» weichet ^ 
(1, 16. S,) unmöglich ift« 

Folglich können anf einerley geraden Linie nicht zwej 
Ähnliche und ungleiche Kreisabschnitte an einerley Seite be* 
fehrieben werden, w* z. c. w. 

24. Saz. 

Lehrfaz. Aehnliche Kreisabfchnitte über 
gleichen geraden Linien lind einander gleich. 

Es feyen über den gleichen geraden Linien AB» CD 
die ähnlichen Kreisabfchnitte A E B , CFD, fo behaupte ich» 
dafs der Abfchniet AEB dem Abfchnitte CFD gleich fey, 

Beweis. Man bringe den E 
Abfchnitt AEB über den Ab« 
fchnitt CFD, fö, dafs der Punkt 
A auf den Punkt C» und die 
Linie AB auf die Linie CD zu 
liegen komme» fo wird, weil 
AB der C D gleich ift» auch 
der Punkt B auf den Punkt D 
(fallen. Wenn aber die gerade 
Linie' AB die CD deckt, fo wird 
auch der Abfchnitt AEB den 
Abfchnitt CFD decken. Denn 
wenn , da die gerade Linie A B 
die CD deckt» doch der Ab- 
fchnitt A E B den Abfchnitt C F D 

nicht deckte» fondern über denfelben hervorragte» wie 
CHGD» fo wurde der Kreis CHGD den Kreis CFD 
in mehr all Ewey Punkten, nämlich in den Punkten C, 
G, D fchneiden« Nun fchneidet aber ein Kreis einen an-* 
dern (3» 10. $,) nicht in mehr als zwey Punkten; es Üb' 
alfo unmöglich , dafs der Kreis C G 0 den Kreis CFD in 
den Punkten C, G> D fchneide; und folglich ift es un- 

mög- 
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möglich» dafs wenn die Linie AB die CD deckt» doch * 
der Abfchnitt AEB den Abfchnitt CFD nicht decken 
follte. Er mufs ihn alfo decken » und folglich ihm gleich 
feyn. 

Demnach find ähnliche Kreisabfchnitte u.f.w* w.z.e.w. 



25. Setz. 



B 




Aufgabe. Wenn ein Kreisabfchnitt gege- 
ben ift, den zugehörigen Kreis zu befchreiben. 

Es fey der gegebene Kreisabfchnitt ABC» und man, 
foll den Kreis befchreiben; welcher 4cm Kreisabfchnitt* 
ABC «gehört. 

Auflöfung und Beweis. Man hal- 
bire die Linie AC in dem Punkte D, 
errichte in dem Thcilungspunkte die 
D B lothrecht auf der AC, und ziehe 
die AB, fo ift der Winkel ABD ent- 
weder größer, oder eben fo grofs, 
oder kleiner, als der Winkel BAD» 

Er fey erßlicb gröffer, fo feze man (1 » »3. S.) an 
den Punkt A der Linie BA den Winkel BAE, welcher 
dem Winkel ABD gleich fey » und ziehe die E C. 

Da nun der Winkel A B E dem Winkel BAE gleich 
ift» fo ift (1, 6. S.) auch die EB der AE gleich. Und 
da die AD der DC gleich, die DE aber gemeinfehaftlich, 
ift, fo find die beyden AP, DE den beyden CD» DE 
ftück weife gleich, auch ift der Winkel ADE dem Winkel 
CD E gleich, denn He find beyde rechte; folglich ift (1, 
4« S.) auch die Grundlinie AE der Grundlinie CE gleich* 
Es ift aber gezeigt worden, dafs die AE der BE gleich 
fey; folglich ift auch die BE der CE gleich, und mithin 
find die drey gerade Linien AE, EB, EC einander gleich« 
Demnach wird der aus dem Mittelpunkte E und mit der 
Weite einer von den drey Linien AE, EB, EC befchric- 
bene Kreis auch durch die (übrigen Punkte gehen, und 
der dem [gegebenen Abfchnitte zugehörige Kreis feyn« 
Und fo ift alfo der dem gegebenen Abfchnitte zugehörige 

Kreit 
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Kreis befchrieben. Auch ift Cs offenbar, dafs der Abfchnitt 
ABC kleiner, als der Halbkreis» fey, weil der Mittelpunkt 
E außerhalb denselben liegt. 

Eben fo kann nun, wenn der B 
Winkel ABD dem Winkel BAD 
gleich ift gezeigt werden , dafs die 
AD Jeder von den beyden BD» DC ^ 
gleich fey, und mithin die drey Li- jy 
nien DA, DB, DC einander gleich 
feyen , wie auch dafs D der Mittelpunkt des su vollenden- 
den Kreifes, und mithin ABC ein Halbkreis fcy # 

Ift endlich der Winkel ABD klei- R 
ner , als der Winkel BAD, und man 
fezt an den Punkt A der Linie BA 
einen dem Winkel ABD gleichen 
Winkel innerhalb des Abfchnitts ABC, 
fo füllt der Mittelpunkt in die Linie 
D8, und es ift folglich der Abfchnitt 
ABC größer, als der Halbkreis, 

So ift demnach wenn ein Kreisabfchnitt gegeben worden, 
der demfelbcn »ugehörige Kreis befchrieben, W. x. v. w. 

26. S a zi 

Lehrfaz. In gleichen Kreifen ftehen glei- 
che Winkel, es mögen Centriwinkel oder Pe- 
ripheriewinkel feyu, auf •gleichen Bogeo. 

Es feyen die Kreife ABC, DEP und in dcnfelben die 
gleichen Centriwinkel BGC, EHF und die gleichen Peri- 
phericwinkel BAC, EDF, fo behaupte ich, dafs der Bo- 
gen B K C dem Bogen E L V gleich fey. 

Beweis. Man siehe die BC, EF. Da nun die Kreife 
ABC, DEF gleich find, fo find auch ihre Halbmefler 
gleich, und folglich find die beyden BG, GC den beyden 
EH, HF gleich , auch ift der Winkel bey G dem Winkel 
bey H gleich; folglich ift (i, 4. S.) auch die Grundlinie 
BC der Grundlinie EF gleich. Und da der Winkel bey A 

dem 
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dem Winkel bey D 

gleich ift, fo ift (3,' 
n.Erkl.) der Abfchnitt 
BAC dem Abfchnitte 
EDF ähnlich, auch 
find fic über gleichen 
geraden Linien« Aber 
ähnliche Kreisabfchnitte 
über gleichen geraden 

Linien find (3 , 24. S t ) einander gleich; folglich ift der 
Abfchnitt BAC dem Abfchnitte EDP gleich« Es ift aber 
auch der ganze Kreit ABC dem ganzen K reife EDP gleich» 
foJglich ift auch der Reft BKC dem Refte ELF gleich. 

. Demnach ftehen in gleichen Kreifen u. C w« w. z. e. wv 




27. Saz. 

Lehrfaz. In gleichen Kreifen find Winkel, 
die auf gleichet* Bogen ftehen, es 'mögen Cen- 
tn winkei oder Peripheriewinkel feyn, einander 
gleich. . 

In den gleichen Kreifen ABC, DEF ftehen die Ceti* 
triwinkel BGC, EHF auf gleichen Bogen BC, EF fo be« 
haupte ich, dafs der Winkel BGC dem Winkel EHF, und 
der Winkel BAC dem Winkel EDF gleich fey* 

Beweis* Wenn der 
Winkel BGC dem Win- 
kel EHF gleich ilt, fo 
ift (3 » zo. S.) auch der 
Winkel BAC dem Win- Z? 1 
kcl EDF gleich. Ift 
dies aber nicht, fo ift 
einer von ihnen gröf- 
fer, als der andere. Et fey BGC der größere ; fo fett 
man (1, 23««$.) an den Punkt G der Linie BG den Win« 
kcl BGK, welcher dem Winkel EHF gleich fey. Nun fte* 

Bogen; 
folg- 
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folglich ift der Bogen B K dein Bogen E F gleich* Aher 
der Bogen EF ift dem Bogen BC gleich; folglich ift auch 
der Bogen BK dem Bogen BC» der kleinere dem gröf- 
fern» gleich, welches unmöglich ift« Mithin ift der Win- 
kel BGC dem Winkel' EHF nicht ungleich alfo gleich. 
Der Winkel hey A aber ift die Hälfte des Winkels BGC, 
und der Winkel bey D die Hälfte des Winkels E HF; 
folglich ift auch der Winkel bey A dem Winkel bey D 
gleich. 

Demnach lind in gleichen Kreifen u, f, w. w. X* C. w, 

■ 

28. Saz. 

Lehrjaz. In gleichen Kreifen fchneiden glei- 
che gerade Linien gleiche Bogen ab; fie ma- 
chen nämlich den gröffern Bogen dem gröffem 
und den kleinern Bogen dem kleinern gleich. 

Es feyen die gleichen Rreife ABC» ÖEF und in den- 
felben fchneiden die gleichen geraden Linien BC, EF die 
größeren Bogen BAC, EDF und die kleinern BGC» 
EHF ab, ib behaupte ich, dafs der größere Bogen BAC 
dem größeren EFD, und der kleinere Bogen BGC dem 
kleinem EHF gleich fey* 

Beweis. Man neh» A D 

me die Mittelpunkte K, 
L der Kreifc, und ziehe f 
die KB, KC, EL, LF. / K 

Da die Kreifc \ / ^ 
gleich find , fo find auch jjfir — ~ 
ihre Halbmefier gleich, ^^5^ 
folglich find die bey- 

den BK, KC den beyden EL, LF gleich, auch ift die 
Grundlinie BC der Grundlinie EF gleich; folglich ift 
(i, 8* S.) auch der Winkel BRC dem Winkel ELF 
gleich. Nun flehen (3, *6. S.) gleiche Centriwinkel auf 
gleichen Bogen ; folglich ift der Bogen BGC dem Bogen EHF 
gleich. Es ift. aber auch der ganie Kreis ABC dem ganzen 

Krcife 
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DEF gleich; folglich ift auch der Übrige Bogen 

BAC dem übrigen Bogen £DF gleich. 

Demnach fchneidcn in gleichen Kreifen u* f, w. w« Z. 
e, w» 

29. S a z. 

Lehr/az. In gleichen Kreifen lind die ge- 
raden Linien, welche gleiche Bogen abfchnei- 

den, einander gleich. 

« 

Es feyen die gleichen Kreife ABC, DEF und in den- 
felben durch die geraden Linien BC, EF gleiche Bogen 
BGC, EHF abgefchnitten, fo behaupte ich, dafs die Li- 
nie BC der Linie £F gleich fey. 

Beweis. Man neh- 
me die Mittelpunkte K, 
r der Kreife, und ziehe 
die BK , KC, EL» LÄ 

Da nun der Bogen 
BGC dem Bogen EHF 
gleich ift, To ift ( 3, 
A7. S ) auch der Win- 
kel BKC dein Winkel ELF gleich, und da die Kreife ABC, 
DEF gleich find, fo find auch ihre Halbmeffcr gleich ; folg- 
lich find die beyden BK, KC den beyden EL, LF gleich, 
auch fchlielTcn fic gleiche Winkel- ein; folglich ift (1,4. S.) 
auch die Grundlinie B C der Grundlinie E F gleich« 

Demnach find in gleichen Kreifen u. f. w. w. *• e. 

30. 5ar. 

♦ * 
Aufgabe. Einen gegebenen Kreisbogen zu 

halbireu\ 

Es fey A DB der gegebene Kreisbogen, welcher halbi- 
ret werdeu foll. < . -r 

G Auf- 
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Aufloßmg- Man ziehe die AB, halbire fie (l, 10. S.) 
in dem Punkte C , errichte S.) in eben diefem Punk- 

te die CD lothrecht auf die AB, und ziehe die ad, DB t 

Beweis. Da die AC der CB D 
gleich, und die CD gemeinfehaftlich 
ift , fo find die bcyden AC, CD den 
beyden fiC, CD gleich , und der ^ 
Winkel A C D ift dem Winkel B CD 
gleich, denn es ift jeder ein rechter; 

folglich ift (l , 4. S.) auch die Grundlinie AD der Grund- 
linie DB gleich. Nun fehneiden gleiche gerade Linien (3, 
28.SJ gleiche Bogen ab, fie machen nämlich den größeren 
Bogen dem größeren, und den kleineren dem kleinern gleich; 
jeder von den Bogen AD, DB aber ift kleiner, als der Halb- 
kreis; folglich ift der Bogen a D dem Bogen D B gleich, und 
mithin der gegebene Kreisbogen halbirt, w. z* v. w« 

31. S a z. 

* 

Lehrfaz. Im Kreife ift der Winkel im Halb» 
kreife ein rechter, der im gröfferen Abfchflitte 
aber kleiner, als ein rechter, und der im klei- 
nern, gröffer, als ein rechter; auch ift der 
Winkel des gröfferen Abfchnitts gröffer, als ein 
rechter, der Winkel des kleinern Abfchnitts 
aber kleiner, als ein rechter. \ 

Es fey der Kreis ABCD, deffen Durchmefler BC, fein 
Mittelpunkt E , und man ziehe die DA, ac, AD, D C , f 0 
behaupte ich, dafs der Winkel im Halbkreife B A C ein rech- 
ter, der Winkel ABC aber in dem Abfchnitt ABC, welcher 
größer, als der Halbkreis, ift, kleiner, als ein rechter, und 
der Winkel in dem Abfchnitte ADC, welcher kleiner, als 
der Halbkreis, ift, größer, als ein rechter, fey # 

Beweis. Man ziehe die A£, und verlängere die B A 
bis nach F. 

Da nun die BE der ea gleich ift, fo ift (1, 5. S.) auch 
der Winkel £ ab dem Winkel EB A gleich. Da femer die 
t A der EC gleich ift, fo ift auch dei Vinkel ACE dem Win- 
kel 
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kel CAE gleich, und folglich ift der 
ganze Winkel B A C den beyden Win* 
kein ABC, ACB gleich. Nun ift auch 
der Winkel FAC, als äußerer Winkel 
des Dreyecks ABC (i , 31. S.) den 
beyden Winkeln ABC, acb gleich;/} 
folglich ift auch der Winkel BAC dem 
Winkel fac gleich, upd mithin ift 
(i,to. Erkl.) jeder von beyden ein 
rechter. Demnach ift alfo der Winkel 
B A C im Halbkreife BAC ein rechter« Und da die zwey 
Winkel ABC, BAC des Dreyecks ABC (1, 17. S) klei- 
ner, als zwey rechte find, aber der Winkel BAC ein rech- 

1 

ter ift, fo ift der Winkel ABC kleiner, als ein rechter, 
und er ift in dem Abschnitte A?C, welcher größer, all 
der Halbkreis, ift # . / 

Da ferner AB CD eine vierfeitige Figur im Kreife ift, 
und die Gegenwinkel einer vierfeitigen Figur im Kreife (3, 
2a. S.) zwey rechten gleich find, fo find die Winkel A B C, 
ABC zwey rechten Winkeln gleich, auch ift der Winkel 
ABC kleiner» als ein rechter; folglich ift der andere adc 
gr öfter, als ein rechter, und diefer ift in dem Abfchnitte 
ADC, welcher Meiner, als der Halbkreis, ift. 

Ich behaupte ferner, dafs der Winkel des größeren 
Abfchnitts, welcher von dem Bogen ABC und der geraden 
Linie ac cingefchloflen wird, größer, als ein rechter, der 
Winkel des kleinern Abfchnitts aber, welcher von dem Bo- 
gen ADC und der geraden Linie AC eingefchloflen wird, 
kleiner, als ein rechter, fey. Uud dies ift für fich felbft 
klar 5 denn da der von den geraden Linien BA AC einge- 
fchloflene Winkel ein rechter ift, fo ift der von dem Bo- 
gen ABC und der geraden Linie A C eingefchloflene gröf- 
fer, als ein rechter. Da ferner der von den geraden Li- 
nien AC, AF eingefchloflene Winkel ein rechter ift, fo ift 
der von der geraden Linie CA und dem Bogen ADC ein« 
gcfchloflene Winkel kleiner, als ein rechter. 

Demnach ift im Kreife u. f. w. w. 2. e. w; 

Ein anderer Beweis, dafs BAC ein rechter Winkel fejr, 

Gz Da 
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Da der Winkel A E C das Doppelte von BAE ift, denn 
*r ift"(i, 4 3"2* S,) feinen beyden innern Gegenwinkeln 
gleich» aus eben dem Grunde aber auch der Winkel aeb 
das Doppehe vonEAC ift, fo find die Winkel AEB» AEC 
lufammen das Doppehe von B A C» Aber die Winkel aeb» 
AEC zufammen find (t» 13. S.) zwey rechte; folglich ift 
der Winkel 3 A C ein rechter; w. 2. e. w, 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs, wenn ein Winkel eines 
Dreyecks den beyden übrigen gleich ift, er ein rechter Winkel 
fey, weil alsdann auch fein Nebenwinkel disfen beyden gleich 
ift 5 Nebenwinkel aber die einander gleich find, rechte find« 

- 

32. Saz. 

Aufgabe. Wenn eine geradeLinie den Kreis 
berührt, und von dem Berührungspunkte eine 
erade Linie an den Kreis gehet , welche ihn 
Schneidet, v fo find die Winkel, welche lie mit 
der berührenden Linie macht, den Winkeln in 
den verwechlelten Kreisabfchnitten gleich. 

Es berühre den Kreis abcd die gerade Linie E F in 
dem Punkte B, und von dem Punkte B gehe an den Kreis 
ABCD die Linie BD, welche ihn fchneidet, fo behaupte 
ich, dafs die Winkel» welche die Linie BD mit der Tan- 
gente £ F macht, den Winkeln in den verwechfelten Kreis* 
abfehnitten gleich feyen, dafs heifst» dafs der Winkel FBD 
dem Winkel in dem Abfchnitte BAD, der Winkel EBD 
a,ber dem Winkel in dem Abfchnitte JDCB gleich fey* 

Beweis. Man errichte (t, 
II. S.) in dem Punkte B auf 
der E F die B a lothrecht, neh- 
me in dem Rogen B D nach 
Belieben einen Punkt c an, 
und ziehe AD»DC»CB, 

Da die gerade Linie EF 
den Kreis ABCD in dem Punk- 
te B berührt , und in dem Be- 
rührungspunkte B die BA auf der Tangente lothrecht auf- 
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gerichtet ift, fo ift (3, 19. S.) in der Linie B A der Mit- 
telpunkt des Kreifes abcd, folglich ift der Winkel A D B, 
als Winkel im Halbkreife» (3, 31. S.) ein rechter» und 
mithin find die beyden übrigen BAD, A B D zufammen ei- 
nem rechten gleich. Es ift aber auch der Winkel ABF 
ein rechter, und folglich auch der Winkel aBF den Win- 
keln BAD, ABD gleich. Man nehme beyderfeirs den Win- 
kel ABD weg, fo ift der übrige Winkel DBF dem Winkel 
B A D in dem verwechselten Kreisabschnitte gleich. 

Da ferner ABCD eine vierfeitige Figur im Kreife ift, 
fo find ihre Gegenwinkel (3, 22. S.) zwey rechten gleich; 
folglich die Winkel DBF, DBE (1, 13. S.) den Winkeln 
B AD, BCD gleich. Es ift aber gezeigt worden, dafs der 
'Winkel BAD dem Winkel DBF gleich fey; folglich ift 
auch der übrige Winkel DBE dem Winkel D CB in dem 
verwechselten Kreisabfchnitte gleich. 

Wenn demnach eine gerade Linie den Kreis berührt» 
u. f. w. w. z. e. w. 



33- Saz. . , 

Aufgabe. Auf einer gegebenen geraden 
Linie einen Kreisabfchnitt zu befchreiben, der 
einen Winkel fafst, welcher einem gegebenen 
geradlinigen^ Winkel gleich fey. 

Es fey die gegebene gerade Linie AB, der gegebene 
geradlinige Winkel 'c, und man foll auf der gegebenen ge- 
raden Linie ab einen Kreisabfchnitt befchreiben, der ei- 
nen Winkel fafst, welcher dem Winkel bey C gleich fey, 

Auflöfuug. per Winkel bey C ift 
entweder ein fpizer, oder ein rechtem 
oder ein ftumpfer. 

Er fey trßlicb ein fpuer, fo feie 
man (1, 23. S.) an den Punkt A der 
Linie AB den Winkel BAD, welcher 
dem Winkel C gleich fey. Es ift alfo 
auch BAD ein fpixer Winkel. Nun 
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D 



errichte man (r, 11. S.) in dem Punkte 
A auf der AD die AE lothrccbt, halbi- 
re die AB in dem Punkte F, errichte 
in eben diefem Punkte die FG auf der 
AB lothrecht» und ziehe- die GB, 

Beweis. Da die FB der At gleich» 
und die F G gemeinschaftlich ift , fo Gnd 
die beyden AF, FG den beyden FB» FG 
gleich, auch ift der Winkel AFG dem 
Winkel G FB gleich; folglich ift (i , 4 « S.) auch die Grund- 
linie A G der GrundJinic 3 G gleich, und mithin gehet der aus 
dem Mittelpunkte G mit der Weite AG befchriebene Kreis 
durch den Punkt B. Man befchreibe ihn alfo, und er fey 
A B E , hierauf ziehe man die B E. Da nun die AD in dem 
Punkte A des Durchmcifers A E, auf dem Durchmcffer loth- 
recht ftehet, fo ift ad (3, 16. S.) eine Tangente des Krei- 
fes , und da die gerade Linie A D den Kreis ABB berührt» 
und von dem ßerührnngspunkte A die gerade Linie AB an 
den Kreis ABE gehet, fo ift (3, 32. S.) der Winkel d Ab 
dem Winkel AEB in dem vcrwcchfelten Kreisabfchnitte gleich. 
Aber der Winkel D AB ift dem Winkel bey C gleich, folg- 
lieh ift auch der Winkel bey C dem Winkel AEB gleich > und 
es ift alfo auf der gegebenen geraden Linie A B ein Kreisab- 
schnitt AEB befchrieben worden, welcher einen Winkel 
AEB fafst, der dem gegebenen Winkel bey C gleich ift. 

Nun fey zweytens der gegebene Winkel ein rechter, 
und man foll wiederum auf AB einen Kreisabfchnitt be- 
fchreiben , welcher einen Winkel fafst, der dem gegebenen 
rechten Winkel bey C gleich fey. 

Auflöfung und Beweis. Man fe- 
zc wiederum an den Punkt A der Li- 
nie A B einen Winkel BAD, der dem 
rechten Winkel bey c gleich fey, 
hierauf halbire man (1 , 10. S.) die 
A B in dem Punkte F , und befchrei- 
be aus dem Mittelpunkte F mit der 
Weite F A oder F B den Kreis a b e, 
fo ift (3 , 16. S.) die gerade Linie 

AD 
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AB eine Tangente des Kreifes ABB, weil der Winkel bey A 
ein rechter ift. Auch ift der Winkel BAD dem Winkel in 
dem Abfchnitte AE p gleich, denn auch diefer ift, (3, 31. S.) 
als Winkel im Halbkreife, ein rechter. Aber der Winkel 
BAD ift dem Winkel bey C gleich ; folglich ift wiederum auf 
der geraden Linie ab ein Kreisabfchnitt AEB befchrieben 
worden, welcher einen Winkel fafst, der dem Winkel bey 
C gleich ift. 

Endlich fey drittens der Winkel bey C ein ftumpfer. 
Aufl'öfung und Beweis. Man 
feze an den Punkt A der geraden 
Linie AB einen dem Winkel bey 
c gleichen Winkel bad, hierauf 
errichte man in dem Punkte A die 
de ae auf die AD lothrecht, 
ialbire wiederum die ab in dem 
funkte F, errichte auf der AB 
ai F die F G Jothrecht, und ziehe die GB, Da nun wie- 
derum die A F der F B gleich , und F G gemeinfebaftlich ift» 
;b find die beyden AF, FG den beyden BF, FG gleich, 
such ift der Winkel a f G dem Winkel B F G gleich 5 folg. 
Ich ift auch (1, 4. S.) die Grundlinie AG der Grundlinie 
3G gleich, und mithin gehet der aus dem Mittelpunkte G 
ind mit der Weite/ AG befchriebene Kreis auch durch den 
Pjnkt B. Er gehe alfo durch, wie AEB« Da nun die AD 
aif dem Endpunkte A des Durchmefters A E lothrecht flehet, 
fc berührt die AD (3, 16. &,) den Kreis AEB» und da von 
den Berührungspunkte A die gerade Linie AB an den Kreis 
gt€t, fo ift (j, 32. S.) der Winkel B AD dem Winkel in 
de» verwechfelten Kreisabfchnitte AHB gleich; aber der 
Wikel BA D ift dem Winkel bey C gleich; folglich ift auch 
derWinkel in dem Abfchnitte AHB dem Winkel bey C gleich; 
und's ift alfo auf der gegebenen geraden Linie A B ein Kreis* 
abfciiitt AHB befchrieben worden , welcher einen Winkel 
fafst : der dem Winkel bey c gleich ift , w. i« v. w. 

34. Saz. 
lufgabe. Von einem gegebenen Kreife ei- 
nen A>ichnitt abzufchneiden , der einen Winkel 

fafet, 
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fafst, welcher einem gegebenen geradlinigen 
Winkel gleich fey. 

Es fey* der gegebene Kreis ABC, der gegebene ge- 
radlinige Winkel D , un<J man foll von dem Kreife ABC 
einen Abfchnitt abfehnciden, welcher einen Winkel fafst, 
der dem Winkel bey D gleich fcy. 

Avßijfnng+ Man ziehe (3, 17. S.) an einen Punkt B 
des Kreifcs ABC die Tangente EF, und feze (1, 23. S.) 
an den Punkt B der Linie EF den Winkel FBC, welcher 
dem Winkel D gleich fey. 

Beweis, Da nun die 
gerade Linie EF den Kreis 
ABC berührt, uhd von dem ^ 
Berührungspunkte B die B C 
an den Kreis gehet, fo ift 
(3, 32 S )der Winkel FBC 
dem Winkel in dem ver- 
wechselten Kreisabschnitte 
B A c gleich. Aber der Win- 
kel FBC ift dem Winkel bey D gleich; folglich ift auc| 
der Winkel in dem Abfchnitte BAC, dem Winkel bey * 
gleich. So. ift alfo von dem gegebenen Kreife ABC eil 
Abfchnitt BAC abgefchnitten worden, welcher einen Win» 
kel fafst, der dem gegebenen geradlinigen Wiukel bey t> 
gleich ift, w« z, v, w, 

35. Saz. ' 1 

Lehrfaz* Werm im Kreife zwey geraJe- 
Linien einander fchneiden, fo ift das Rechteck 
aus den Ablchnitten der einen dem Rechtecke 
aus den Abfchnitten der andern gleich. 

In dem Kreife AB CD fchneiden die geraden Lilien 

AC, BÖ einander in dem Punkte E, fo behaupteich, 

dafs das Rechteck aus A £ , JE C dem Rechtecke auf DE, 
E B gleich fey. 

Beweis. Wenn die gerade Linien AC, BD Durclmefler 
find, dals alfo E der Mittelpunkt des Krcifes ABCn/jft, fo 

ift 
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ifi: offenbar, aafs, Ja 
die Linien AE, EC, 
DE» E B einander 
gleich find, auch das 
Rechteck aus A E , EC 
dem Rechteck aus D E> 
IB gleich fey. 

Die Linien AC, 
D B foiien alfo nicht durch den Mittelpnnke gehen r Co neh- 
me man (3, 1. S.) den Mittelpunkt des Kreifes ABCD, 
uud diefer fey F, hierauf fälle man (1, iz. S.) aus dem 
Mittelpunkte F auf die geraden Linien AC, DB die Lothe 
PG, FH, und ziehe die FB, FC, FE, 

Da nun die durch den Mittelpunkt gehende gerade Li- 
nie F G die nicht durch den Mittelpunkt gehende A c loth- 
recht fchneidet, fo halbirt fie (3, 3. S.) diefclbige auch, 
und es ift alfo die AG der GC gleich* Da nun ferner 
die gerade Linie AC in dem Funkte G in gleiche, in dem 
Punkte E aber in ungleiche Theile getheilt ift, fo ift (2, 
5. S.J das Rechteck aus AE, EC fammt dem Quadrate von 
EG dem Quadrate von GC gleich. Man feze beyderfeits 
das Quadrat von GF hinzu, fo ift das Rechteck aus ae, 
ECfamuit den Quadraten von GE, GF den Quadraten von 
CG, GF gleich. Aber deil Quadraten von EG, GF ift (f, 
47. S.) das Quadrat von F E , den Quadraten von CG, GF 
hingegen ift das Quadrat von FC gleich; folglich ift das 
Rechteck aus AE, EC fammt dem Quadrate von F E dem 
Quadrate von FC gleich. Die FC aber ift der FB gleich; 
folglich ift das Rechteck aus AE, EB fammt dem Quadrate 
von E F dem Quadrate von F B gleich. Aus eben den Grün- 
den aber ift auch das Rechteck aus DE, EB fammt dem Qua- 
drate von F E dem Quadrate von F B gleich. Es ift aber ge- 
zeigt worden, dafs auch das Rechteck aus AE, EC fammt 
dem Quadrate von F E dem Quadrate von F B gleich fey; folg- 
lich ift auch das Rechteck aus AE, EC fammt dem Qua> 
dratc von F E dem Rechtecke aus DE, EB fammt dem 
Quadrate von F E gleich. Man nehme beyderfeits das Qua- 
drat von FE hinweg, fo ift das Rechteck aus AE, ECdem 
Rechtecke aus DE, EB gleich* Wenn 
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Wenn demnach im Kreife zwey gerade Linien eins* 

der fchneiden, u. f. w. w« z. e» w. 

< — 

36. Saz. 

Lehrfaz+ Wenn aufferhalb des Kreifes ein 
Punkt angenommen wird, und es gehen von 
demfelben zwey gerade Linien an den Kreis, 
wovon die eine ihn fchneidet, die andere aber 
ihn berührt, fo iXt das Rechteck aus der ganzen 
fchneidenden Linie und ihrem aufferhalb zwi- 
fchen dem angenommenen Punkte und der erha- 
benen Peripherie des Kreifes liegenden Abfchnit- 
te dem Quadrate der berührenden Linie gleich. 

Man nehme aufferhalb des Kreifes ABC einert Punkt D 
an, und von dem Punkte D gehen an den Kreis ABC zwey 
gerade Linien DCA, DB, wovon die DCA den Kreis ABC 
ichneide, die DB aber ihn berühre, fo behaupte ich, dafi 
das Rechteck aus AB, D c dem Quadrate von D B gleich fey. 

Beweis. Die Linie DCA gehet ent- 
weder durch den Mittelpunkt, oder nicht» 
Sie gehe zuerft durch den, Mittelpunkt 
des Kreifes, und diefer fey £ , alsdann ß 
liehe man die Linie EB, fo ift (3, 18. 
S.) EBD ein rechter WinkeL Und da 
die gerade Linie AC in dem Punkte E 
halbirt und ihr die CD angcfezt ift, fo 
ift (2, 6 S.) das Rechteck aus AD, DC 
fammt dem Quadrate von E C dem Qua- 
drate von ED gleich. Es ift aber die EC der EB gleich; 
folglich ift das Rechteck aus AD, DC fammt dem Quadra- 
te von E B dem Quadrate von D E gleich» Nun ift aber 
(1 , 47. S.) das Quadrat von DE den Quadraten von DB, 
B E gleich , denn der Winkel EBD ift ein rechter ; folglich 
ift das Rechteck aus AD, DC fammt dem Quadrate von 
EB den Quadraten von DB, BE gleich. Man nehme bey- 
derfeits das Quadrat von EB weg, fo ift das Rechteck aus 
AD, DC dem Quadrate der berührenden Linie DB gleich. 

Aber 
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Aber die DCA gehe nun nicht durch 
den Mittelpunkt des Kreifcs.ABC, fo 
nehme man den Mittelpunkt dctfelben» 
und er fty E, hierauf fälle man (i, 12. 
S.) von E auf die A C die E F lothrecht, ß 
und ziehe die E B , £ C , ED. Nun ift * 
EPD ein rechter Winkel; und da die 
durch den Mittelpunkt gehende gerade 
Linie EF die nicht durch den Mittel- 
punkt gehende AC lothrecht fchneidet, 
fo balbirt fie (3, 3. S.) diefelbige auch, und es ift folglich 
die A F der F C gleich. Da ferner die Linie A C in dem Punk- 
te F halbirt, und ihr die CD ongefezt ift, To ift (2, 6. S.) 
das Rechteck aus AD, DC fammt dem Quadrate von FC 
dem Quadrate von FD gleich. Man feie beyderfeits das 
Quadrat von EF hinzu, fo ift ( das Rechteck aus AD, DC 
fammt den Quadraten von FC, EF den Quadraten von F D, 
FE gleich. Aber den Quadraten von D F, FE ift (1, 47. S.) 
das Quadrat von D E gleich, denn der Winkel E F D ift ein rech- 
ter, den Quadraten von CF, FE hingegen ift das Quadrat 
von CE gleich; folglich ift das Rechteck aus AD, Dp fammt 
dem Quadrate von C E dem Quadrate von E 1) gleich. Es ift 
aber die E C der EB gleich ; folglich ift das Rechteck aus A D, 
DC fammt dem Quadrate von EB dem Qaadrate von ED 
gleich. Dem Quadrate von E D aber find (t, 47. S.) die Qua- 
drate von EB, BD gleich, denn der Winkel EBD ift ein rech- 
ter; folglich ift das Rechteck aus AD, DC fammt dem Qua- 
drate von EB den Quadraten von EB, BD gleich. Man neh- 
me beyderfeits das Quadrat von E B hinweg , fo ift fo Tg lieh 
das Rechteck aus AD, DC dem Quadrate von BD gleich. 

Wenn demnach außerhalb des Kreifcs u. f # w. w. x. c. w. 

37. Saz. 

Lehrfaz. Wenn außerhalb des Kreifes ein 
Punkt angenommen wird, und es gehen von 
demfelben zwey gerade Linien an den Kreis, 
wovon die eine ihn trifft, die andere. ihn fchnei- 
det, und das Rechteck aus der ganzen fch nei- 
den- 
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denden Linie und ihrem aufferhalb zwifchen dem 
angenommenen Punkte und der erhabenen Pe- 
ripherie liegenden Abfchnitte ift dem Quadrate 
der treffendenden Linie gleich, fo ift die tref- 
fende Linie eine Tangente des Kreifes. 

Es fey aufferhalb des Kreifes A B c der Punkt D ange- 
nommen» und von dem Punkte b gehen an den Kreis ABC 
die zwey gerade Linien DCA, OB und die D CA fchncide 
den Kreis, die DB aber treffe ihn, und es fey das Recht- 
eck aus- AD, DC dem Quadrate von DB gleich, fo be- 
haupte ich, dafs die DB den Kreis ABC berühre« 

Beweis. Man ziehe (j , 17. D 
$,) die Tangente DE an den Kreis 
ABC, nehme deffen Mittelpunkt 
?, und ziehe die Linien FE, FB, 
PD fo ift (5» 18. S.) der Winkel 
FED ein rechter. 

Pa nun die Dfc den Kreis 
ABC berührt, die DCA aber ihn 
fchneidct, fo ift (3, io\ S.) das 
Rechteck aus AD, DC dem Qua- 
drate von DE gleich. Es ift aber 
angenommen, dafs, das Rechteck 
aus ad, D C dem Quadrate von D B gleich fey ; folglich iß 
das Quadrat von DE dem Quadrate von DB, und mitbin 
auch die D £ der DB gleich. Fs ift aber auch die FE der Fd 
gleich ; folglich find die beyden DE, EF den beyden D b , b F 
gleich. Auch ift die Grundlinie F D beyden Drcyecken gc* 
meinfchaftlich ; folglich ift ( 1 , 8. S.) auch der Winkel DBF 
dem Winkel D b F gleich. Der Winkel DEF aber ift ein rech- 
ter; folglich ift auch der Winkel d b F ein rechter, und die Fb 
ift , wenn fie verlängert wird, ein Durchmefter. Aber eine 
auf dem Endpunkte des Durchmeflers lothrecht ftehende Li- 
nie berührt (3, 1$, S.) den Kreis; folglich berührt die DB 
den Kreis ABC. Eben fo kann diefes erwiefen werden, 
wenn der Mittelpunkt in der Linie ac Ifegt. 

Wenn demnach aufferhalb des Kreifes u. f. w. W. 1. *< 
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Erklärungen. 

l. Eine geradlinige Figur heifst in eine ande* 
re geradlinige Figur befchrieben, wenn je- 
der Winkel der einbefcnriebenen eine von 
den Seiten derjenigen, in welche fie be- 
fchrieben ift , berührt. 

2 v Eine geradlinige Figur heifst um eine ande- 
re geradlinige Figur befchrieben, wena 
jede Seite der umfchriebenen einen von 
den Winkeln derjenigen, ym welche fie 
befchrieben ift, berührt. 

3. Eine geradlinige Figur heifst in einen Kreis 

befchrieben, wenn jeder Winkel der ein- 
befchriebenen Figur die Peripherie des 
. Kreifes berührt. 

4. Eine geradlinige Figur heifst um einen Kreis 

befchrieben , wenn jede Seite der umfchrie- 
benen Figur, die Peripherie des Kreifes 
berührt. 

5. Ein' Kreis heifst in eine geradlinige Figur 

befchrieben, wenn die Peripherie des Krei- 
fes jede Seite der Figur, in welche er be- 
fchrieben ift, berührt. * . 

6. Ein 
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6. Ein Krei$ heifst um eine geradlinige Figur 

bejchrieben, wenn die Peripherie des Krei- 
fes jeden Winkel der Figur, um welche 
er befchrieben ift, berührt 

7. Eine gerade Linie heifst in einen Kreis ein* 

getragen , wenn ihre Kndpunkte in der Pe- 
ripherie des Kreifes find. 

I. S a z. 

Aufgabe. In einen gegebenen Kreis eine 
gerade Linie einzutragen , welche einer ' gege- 
benen geraden Linie, die nicht gröffer ift, als 
des Kreifes Durchmeffer , gleich fey. 

Es fey der gegebene Kreis ABC, die gegebene gerade 
Linie, welche nicht größer ift, als des Kreifes Durchmef- 
fer, fey D, uud man foll in den Kreis ABC eine der D 
gleiche gerade Linie eintragen. 

Außöfung. Man ziehe den Durchmeßer B C des Krei- 
fes ABC, wenn nun BC der D gleich ift, fo ift das ver* 
langte gefchehen, denn es ift in den Kreis ABC eine der 
D gleiche gerade Linie B C eingetragen worden. Wenn 
dies aber nicht ift, fondern BC größer, als D, ift, fo 
mache man die CE der D gleich, befchreibe aus dem 
Mittelpunkte C mit der Weite CE einen Kreis EAF» und 
«che die CA, 

Beweis. Da nun der 
Punkt C der Mittelpunkt des 
Kreifes AEF ift» fo ift die 
CA der CE gleich; aber 
auch die D ift der C E gleich ; 
folglich ift die D auch der 
A C gleich. Und es ift alfo 
in den gegebenen Kreis ABC 
eine der D, welche nicht 
größer, als der Durchmef- 
fer des Kreifes, ift, gleiche gerade Linie CA eingetragen 
worden, w. z< v. w f 

,» 2. Saz* 
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. 2. S a z. 

'Aufgabe. In einem gegebenen Kreis ein 
Dreyeck zu befchreiben , das einem gegebenen 
Dreyecke gleichwinkelig fey. 

Es fey der gegebene Kreis ABC, das gegebene Drey- 
eck DEF, und man foll in den Kreis ABC ein Dreyeck 
befchreiben, das dem Dreyecke DEF gleichwinkelig fey, 

Anflöfungj, . Man ziehe (3, 17. S.) an den Punkt A 
des Kreifes ABC die Tangente GAH, und feze (1, 23. S.) 
an den Punkt A der Linie AH den Winkel HAC, der dem 
Winkel DEF, und an den Punkt A der Linie G A den Win- 
kei GA B , der dem Winkel FD E gleich fey, und ziehe 

Beweis* Da die 
Linie GAH den Kreis 
ABC berührt, und von . 
dem Berührungspunkte 
die gerade Linie AC 
an den Kreis gehet, fo 
ift (3, 32. S.) der 
Winkel HAC dem Win- 
kel ABC in dem ver- 

wechfelten Kreisabfchnitte gleich. Aber der Winkel HAC 
ift dejn Winkel DEP gleich ; folglich ift auch der Wiukel 
ABC dem Winkel DEF gleich. 

Aus eben den Gründen ift auch der Winkel A C B dem 
Winkel ED F gleich; folglich ift (I, 32. S) auch der üb* 
rige Winkel BAC dem übrigen Winkel EFD gleich. Dal 
Dreyeck BaC ift alfo dem Dreyecke EFD gleichwinkelig, 
auch ift es in den 'Kreis ABC befchrieben. 

Demnach ift in einen gegebenen Kreis ein Dreyeck 
befchrieben, das einem gegebenen Dreyecke gleichwinkelig 
ift, w, z. v. w. 

3. S a z. 

Aufgabe. Um einen gegebenen Kreis ein 
Dreyeck zu befchreiben , das einem gegebenen . 
Dreyecke gleichwinkelig fey. 

Es 
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Es fcy der gegebene Kreis ABC, das gegebene Drey- 
eck DEF, und man foll um den Kreis ABC ein Dreyeck 
befchreiben, das dem Dreyecke DEF gleichwinkelig fcy. 

Außtöfung. Man verlängere die EF auf beyden Sei- 
ten nach G, H alsdann nehme man (3, x, S) den Mittel- 
punkt K des Kreifes ACB, und liehe willkührlich die 
KB, hierauf feie man (1 , 23. S.) an den Punkt K der 
Linie KB den Winkel BKA, der dem Winkel D EG, und 
den Winkel BKC, der dem Winkel DFH gleich fcy, und 
liehe (3, 17, S.) durch die Punkte A, B, C, die Tan. 
geuten LAM, MBN, NCL. 

Beweis. Da die £ 
Linien L M, M N, N L 
den Kreis A B C in den 
Punkten A, B, C be- 
rühren, und aus dem 
Mittelpunkte K die Li- 
nien KA, KB, KC 
an die Punkte A, B, 
C gezogen find/ fo 

find (3, 18. S.) die Winkel, bey den Punkten A, B, C 
rehte. Da. ferner die vier Winkel der vierfeitigen Eigur 
AMBR r (f, 32« S.) vier rechten gleich find, indem fei» 
che in zwey Dreyecke getheilt .werden kann, unter dielen 
vier Winkeln aber die Winkel KAM, KBM zwey rechte 
find, fo find auch die beyden übrigen Winkel AKB, 
AMB zwey rechten gleich. Nun find aber (1, 13. S.) 
auch die Winkel DEG, DEF zwey rechten gleich ; folg- 
lich find die Winkel AKB, AMB den Winkeln DEG, 
DEF gleich. Unter diefen aber ift der Winkel AKB 
dem Winkel DEG gleich; folglich ift auch d«r übrige 
Winkel AMB dem übrigen DEF gleich. Eben fo kann 
mm gezeigt werden, dafs auth der Winkel LNM dem 
Winkel DFE gleich fey; folglich ift (i, 32. S.) auch der 
dritte Winkel MLN des einen Dreyecks dem dritten Win- 
kel E D F des andern gleich , und mithin das Drejeck 
LMN dem Dreyecke DEF gleichwinkelig, auch ift es um 
den Kreis ABC befchrieben. 

Dem- 
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Demnach ift alfo um einen gegebenen Kreis ein Drey- 
eck befch rieben worden» das einem gegebenen Dreyccke 
gleich winkelig ift, w. 2, v. w. 

4» S a z. 

Aufgabe. In ein gegebenes Dreyeck ei- 
nen Kreis ?u befehreiben. 

Es fey das Dreyeck ABC gegeben» und man foll in 
daflelbe einen Kreis befehreiben» 

Auflöf ung* Man balbire (i, 9. S.) die Winkel ABC» 
BCA durch die geraden Linien BD, CD» Welche in dem 
Punkte D zufamtuen treffen, und fälle fodann von dem 
Punkte D auf die geraden Linien AB» BC» CA (1, 12« 
S.) die DE, DP, DG iothrecht, 

* ■ 

Beweis. Da der Winkel A , 
A B D dem Winkel GBD gleich 
ift, denn der Winkel ABC 
ift halbirt worden,- und da der 
rechet Winkel BE D dem rech* 
ten Winkel B F D gleich ift, £ | 
fo find hier zwey Dreyccke 
EBD» DBF, in welchen zwey 
und zwey Winkel ftückweife ß 
gleich - find, und welche die 
Seite BD, die canem der gleichen Winkel in beyden ge- 
genüberliegt, gemeinCcfolftUc^ haben; folglich find (1, X6. &) 
ajuch^iii beyden die übrigen Seiten ftH/skweife gleich, und 
es ift alfo die DE der D F gleich. Aus ebjert den Gründen 
ift tuch-die DG der DF gleich; folglich gehet der Kreit» 
der , aus* dem Mittelpunkte D, und mit der Weite DE» 
DfHtfJer DG befchrieben wird, auch durch 'die übrigen 
Punkte» und berührt die geraden Litden A3» BC, CA» 
weil bey den Punkten E, F, G recht« Winkel find. Denn 
Wenn er die genannten Linien fchnitte, fo fiele eine auf 
dem Durchmeifer des Kreifcs in feinem Endpunkte loch- 
*echt errichtete Linie innerhalb des greifet 9 welches .(.}, 
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16. S.) unmöglich ift. Folglich fchneidet der aus dem Mit- 
telpunkte D |mit der Weite DE» DF, DG beferiebent 
Kreis die geraden Linien AB» BC, CA nicht; er berührt 
fie alfo, und iß folglich (4» 5. Erkl.) der in das Dreyeck 
ABC befchriebene Kreis« 

Demnach ift in das Drcyeck ABC der Krois E F G bc» 
fchrieben worden, w. 1. v. w. 

5. Sa z. 

Aufgäbe. Um ein gegebenes Dreyeck ei- 
sen Kreis zu befchreiben. . » ' 

Es fey das gegebene Dreycck ABC, und man foll um 
daflclbe einen Kreis befchreiben. 

AufiWfung. Man haibire (1, .10. S.) die Seiten AB, 
AC, in den Punkten D, E, und errichte (1 , 11. 'S.) in 
eben diefen Punkten die DF, EF lothrecht auf Aß, AC, 
fo werden diefe entweder innerhalb des Dreyecks ABC^ 
oder auf- der Linie BC» oder außerhalb des Dreyecks 
ABC tzufaramentreffen« Gefeit fie treffen erft innerhalb 
des D*cyeck* in dem Punkte F safammen, fo ziehe man 
Br?» FC, FA. 

Beweis. Da die AD der DB 
gleich, die DF aber beyden gemein- 
schaftlich und auf beyden -lothrecht ift, 
fo ift (1, 4. S.) auch die Grundlinie 
AF der Grundlinie FB gleich. Eben 
fo kann aber aüch : gezeigt (werden, 
dafs die CF der A F gleich fey; folg. 
Jich ift die CF auch der FB, und 
mithin find alle drey FA, FB, FC einander gleich,' folg- 
lieh gehet der aus dem Mittelpunkte F mit der Weite 
FA, FB oder FC befchriebene Kreis auch durch die tib- 
rigen Punkte, und ift alfo (4, 6. Erkl.) der um das Drey* 
eck ABC befchriebene Kreis, jj . 

Gefeast aber ztvcytens 6it Linien DF, BF treffen auf 
der Linie BC in dem Punkte F, wie in der zweyren Fi- 
gur, lufammen, fokauo, wenn man noch 4Üe Linie AF 

»icht. 
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zieht, eben fo gezeigt werden, 
dafs der Punkt F der Mittelpunkt- 
des um das Drcyeck ABC zu bc- 
fchreibenden Kreifes fey. 

Gefezt aber drittens die Li- 
nien, D F , Et (reffen außerhalb 
des Dreyecks ABC in dem Punk- 
te F, wie in. der dritten Figur, 
zu lammen , fo ziehe man noch die 
Linien AF, FB, FC, 

Da nun wiederum die AD 
der D B gleich, die D F aber bey- 
den gemein fc ha ft lieh und auf bey- 
den Jo hrecht ift, fö ift, (i, 4, 
S,) auch die Grundlinie AF der 
Grundlinie B F gleich. Eben fo . 

kann aber auch gezeigt werden, dafs die CF der FA 
gleich fey; folglich ift die CF auch der BF gleich, und 
mithin gehet wiederum der aus dem Mittelpunkte F, mit 
der Weite FA, FB, FC befchriebene Kreis auch durch 
die übrigen Punkte, ond ift um das Drcyeck ABC bc 
fchrieben. Man befchreibe alfo diefen Kreis ABC wirk- 
lich, fo ift um das gegebene Drcyeck ABC ein Kreis bc* 
fchrieben worden, w# z. v. w« 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs, wenn der Mittelpunkt 
des Krcifes innerhalb des Dreyecks fällt, alsdann der Win- 
kel BAC, als Winkel in einem Abfchnitte, der größer» 
als der Halbkreis ift, kleiner, als ein rechter, dafs aber 
wenn der Mittelpunkt des Kreifcs in die Linie BC fällt, 
diefer Winkel, . als Winkel im Halbkreife, ein rechter, 
und dafs er, wenn der Mittelpunkt des Kreifes aufferhalb 
des Dreyecks ABC fällt, als Winkel in einem Abfchnitte* 
der kleiner, als der Halbkreis, ift, gröfler, als ein rechter, 
fey; und umgekehrt, dafs wenn der genannte Winkel, klei- 
ner, als ein recheer, ift, die Linien DF, EF innerhalb des 
Dreyecks, wenn er aber ein rechter, ift, auf der Linie 
BC, und wenn er gröfler, als ein rechter , ift» außerhalb 
des Dreyecks zufaramentreffen. 

Ha €. $a*. 
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6* Saz. % . 

V 

Aufgabe. In einen gegebenen Kreis ein 
Quadrat zu befchreiben. 

Es fcy der gegebene Kreis ABCD, und man foll in 
denfclben ein Quadrat befchreiben. ... 

Außöfung. Man liebe (i, n.S.) des Kreifes ABCD 
DurchmefTcr AC, BD löthrecht auf einander» und ziehe 
die Linien AB, BC, CD, DA. 

Beweis. Da die BE der ED 
gleich ift, denn E iß des Kreifes Mit« 
t elpunkt, und da die EA den beydeh 
gemcinfchaftlichi und auf beyden loth- gl 
recht ift , fo ift (i, 4. S.) auch die 
Grundlinie AB der Grundlinie AD 
gleich. Aus eben den Gründen aber 
ift auch jede der beyden BC, CD, ei- 
ner jeden der beyden A B , A D gleich, 
und folglich ABCD gleichfeitig» 

Ich behaupte aber, dafs es auch rechtwinkelig fcy, 
Öenn da die Linie BD ein Durchmeffer des Kreifes ABCD 
ift, fo ift BAD ein Halbkreis, folglich der Winkel BAD 
(s> 3*« ein rechter« Aus gleichen Gründen aber ift 
auch jeder der Winkel ABC, BCD, CDA ein rechter, 
und folglich ABCD eine rechtwinkelige vierfeitige Figur. 
! Es ift aber gezeigt worden, dafs fie auch gleichfeitig fcj; 
folglich ift fie ein Quadrat. Auch ift fie in den Kreit 
ABCD befchrieben. 

♦ r 

Demnach ift. in den gegebenen Kreis ABCD das Qua- 
drat ABCD befchrieben worden, w. z. v. w. 

7. Saz. 

r Aufgabe. Um einen gegebenen Kreis eio 
Quadrat zu befchreiben. ' 

Es fey der gegebene Kreis ABCD, und man foll um 
denfclben ein Quadrat befchreiben. 

Auf- 
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Auflößmg. Man liehe die Durcbmeffcr AC, BD de« 
Kreifes AB CD lothrechr auf einander, und durch die 
Punkte A, B, C, D ziehe man (3, 17. S.) die Tangenten 
FGt GH, HK, KF eben <jiefes Kreifes. • 

Beweis. Da die FG den Kreis G A P 

- 

AB CD berührt, und von dem Mit- 
telpunkte E des Kreifes an den Be- 
rührungspunkt A die FA gezogen 
ift, fo find (3, 18. S.) die Winkel 
bey A rechte Winkel« - Aus eben 
den Gründen aber find auch die 
Winkel bey B, C, D rechte. Und H C K 
da der Winkel A E B , und eben fo 

auch der Winkel EBG ein rechter ift* fo ift (1, 28. S.) 
die GH der AC parallel» Aus eben den Gründen aber 
ift auch die AC der KF parallel. Eben fo kann nun ge- 
zeigt werden, dafs auch die beyden FG, KH der BED 
parallel feyen; folglich find GK, GC, AK, FB, BK Par- 
allelogramme, und mithin ift (x, 34. S.j) die GF der 
HK, und die GH der FK gleich. Und da die AC der 
B D , aber auch einer jeden der beyden GH» F K , und die 
BD einer jeden der beyden GF> HK gleich ift, fo ift 
auch jede der beyden GH, FK einer jedeu der beyden 
GF, HK gleich, und folglich die vierfeitige Figur FGHK 
gleichfeitig. Ich behaupte aber, dafs fie auch rechtwinke- 
lig fey. Denn da GBEA ein Parallelogramm und der 
Winkel AEB ein rechter Winkel ift; fo ift (1 . 34. S.) 
auch der Winkel AGB ein rechter. Eben fo kann aber 
gezeigt werden , dafs auch bey den Punkten F* K , H rech- 
te Winkel feyen; folglich ift die vierfeitige Figur recht- 
winkelig. Es ift aber gezeigt worden, dafs fie auch gleich- 
feitig fey ; folglich ift fie ein Quadrat ; auch ift fie um den 
Kreis A B C D beschrieben worden. 

Demnach ift um den gegebenen Kreis ein Quadrat bc- 
fchrieben, w. s. v. w. 

8. Saz. 

Aufgabe. In ein gegebenes Quadrat einen 
Kreis zu befchreiben. 

Es 
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£• fey das gegebene Quadrat AB CD, und man Toll 
in daflelbe einen Kreis befchreiben. 

Auflöfung. Man helbirc (i, 10. S.) jede der beydea 
AB , AD in den Punkten F , E und durch den Punkt E 
Siehe man (i , 91» S.) der AB oder DC die EH, durch 
den Punkt F aber der AD oder BC die FK parallel, fo 
lind AK, KB, AH, HD, AG, GC, BG, GD Parallelo- 
gramme, und ihre Gegenfeiten (1, 34. S.) bekanntlich ein- 
ander gleich« 

Beweis. Da nun die AB der 
AD gleich, die AE aber die Hälfte 
von AD, und die AF die Hälfte voo. 
AB ift, fo ift auch die AE der AF 
gleich, und folglich find auch ihre 
Gegtnfeiten einander gleich , es ift al- 
fo auch die FG der GE gleich. Eben 
fo kann aber gezeigt werden, dafs 
auch jede der beyden GH, GK einer 

jeden der beyden FG, GE gleich fey , folglich find alle vier 
GF, GE, GH, GK einander gleich , und mithin gehet der 
Kreis, der aus dem Mittelpunkte G mit der Weite einer voa 
den vieren GF,GE,GH,GK befchrieben wird, auch durch 
die übrigen Punkte, und berührt die geraden Linien AB, 
BC, CD, DA, weil bey den Punkten E. F, H, K rechte 
Winkel find. Denn wenn diefer Kreis die geraden Linien 
AB, BC, CD, DA, fehneiden follte, fo inüfste ein auf dem 
Durchmcfler des K reifes in feinem Endpunkte aufgehelltes 
Loth innerhalb des K reifes fallen , welches (3, 16 ♦ S.) unmög- 
lich ift Folglich fchneidet der aus dem Mittelpunkte G mit 
der Weite GE, GF, GH, oder GK befchriebene Kreis, die 
geraden Linien AB, BC, CD, DA nicht; er berühre fie al- 
fo und ift (4, 5. Erkl.) in das Quadrat ABCD befchrieben. 

Demnach ift in ein gegebenes Quadrat ein Kreis be- 
fchrieben worden, w. 2. v, w. 

9. Setz.* 

Aufgabe. Um ein gegebenes Quadrat ei- 
nen Kreis zu s befchreiben. 

Ei 
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Ei fey das gegebene Quadrat AB CD» und man Coli 
am da fiel be einen Kreit befchreiben, 

Außbfung und Bervtis. Man 
liehe die Diagonalen AC, BD, wel- 
che einander in dem Punkte E fch nei- 
den. Da nun die D A der A B gleich» 
die A C aber gemeinfehaftlich ift, To 
find die beyden DA, AC den bey- 
den BA, AC Huck weife gleich. 
Auch ift die Grundlinie DC der 
Grundlinie BC gleich; folglich ift 

auch der Winkel £>AC dem (Winkel BAC gleich, und 
der Winkel DAß wird alfo von der Linie AC halbirt. 
Eben fo kann aber gezeigt werden, dafi auch jeder der 
Winkel ABC, BCD, CDA jvon den Linien AC, BD 
halbirt werde. Da nun der Winkel DAB dem Winkel 
ABC gleich, der Winkel EAB aber die Hälfte von DAB, 
und der Winkel EBA die Hilfte von ABC ift, fo ift 
auch der Winke! EAB dem Winkel EBA» und mithin (z, 
16*. S.) die Seite EA der Seite EB gleich; folglich find 
die vier Linien EA, EB, EC, ED alle einander gleich, 
und der aus dem Mittelpunkte E mit der Weite EA» EB, 
EC oder ED beschriebene Kreis gehet folglich auch durch 
die übrigen Punkte, und ift um das Quadrat A BCD be- 
fchrieben. Man befchreibe alfo den Kreis AB CD, fo ift 
um das gegebene Quadrat ein Kreis befchrieben worden» 
w. z. v« w. ^ 

10. Saz. 

* 

Aufgahe. Ein ffleicfchenkeliges Dreyeck zu 
befchreiben , in welchem jeder Winkel an der 
Grundlinie doppelt fo grofs fey, als der .dritte 
Winkel. 

Auflofung. Man ziehe eine gerade Linie AB und 
fchneide fit (2, 11. S.) in dem Punkte C fo, dafs das 
Rechteck aus AB, BC dem Quadrate von AC gleich fcy; 
hierauf befchreibe man aus dem Mittelpunkte A und mit 
der Weite A B den Kreis BDE» trage (4 , 1. S # ) in denfei- 

ben 
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bcn die der AC, welche nicht gröffer, als des Kteifet 
BDE Durchmefler, ift, gleiche Linie BD, ziehe noch die 
Linien DA, DC, und befchreibe (4, 5. S # ) um das Drey- 
eck ADC den Kreis ACD. 

Beweis. Da das Rechteck aus 
AB» BC dem Quadrate von AC, 
die AC aber der BD gleich ift, 
fo ift das Rechteck aus AB, BC 
auch dem Quadrate von B D gleich. 
Da ferner von einem außerhalb 
des Kreifes AC D befindlichen Punk* 
te B, zwey gerade Linien BCA, 
BD an den Kreis ACD gehen, wo» 
von die eine ihn fchneidet, die 

andere aber ihn trifft , und das Rechteck aus AB, B C dem 
Quadrate von BD gleich ift, fo berührt (3, 37. S.) die 
BD den Kreis ACD. Da aber die BD den Kreis ACD 
berührt, und von dem Berührungspunkte D aus die DC 
an den Kre is gehet, fo ift (3, 31. S.) der Winkel BDC 
dem Winkel DAC in dem verwechfelten Kreisabfchnitte 
gleich. Da nun der Winkel BDC dem Winkel DÄC 
gleich ift, fo feze man beyderfeits den Winkel CDA hin- 
iu, und es ift der ganze Winkel BD A den zwey Winkeln 
DAC, CDA gleich. Den beyden Winkeln CDA, DAC 
ober ift (1, 31. SJ der äuflere Winkel BC D gleich; folg- 
lieh ift auch der Winkel B D A dem Winkel B C D gleich. 
Aber der Winkel BD A ift 0*. 5. S.) dem Winkel C BD 
gleich, weil die Seite AD der Seite AB gleich ift 5 folg. 
lieh ift auch der Winkel DBA dem Winkel BCD gleich, 
und mithin find die drey Winkel BDA, DBA, BCD alle 
einander gleich. Da nun der Winkel DBC dem Winkel 
BCD gleich ift, fo ift (l, 6\ S.) auch die Seite BD der 
Seite DC gleich? die BD aber ift, nach der Vorausfczung, 
der CA gleich; folglich ift auch die Ca der CD, und (1, 
S.) der Winkel CDA dem Winkel DAC gleich, mit- 
hin find die Winkel CDA und DAC zufammen dem 
Doppelten von DAC gleich. Aber der Winkel BCD ift 
(1, 32. S.) auch den Winkcia €DA» DAC zufammen 

gleich ; 
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gleich; folglich ift, auch der Winkel B CD des Doppelt« 
von DAC. Z>tr Winkel B CD ift aber auch einem jeden 
der Winkel BDA, DBA gleich; folglich ift jeder der 
Winkel BDA» DBA das Doppelte des Winkels D AB» 
Demnach ift ein gleichfeitiges Dreyeck ADB befebrie» 
ben worden, worin jeder der Winkel an der Grundlinie 
DB das Doppelte des übrigen Winkels ift; W. x. v. w. 

Ii. S a z. 

Aufgabe. In einen gegebenen Kreis ein 
gleichfeitiges und gleichwinkeliges Fünfeck zu 
befchreiben. 

Es fey der gegebene Kreis ABC DE» und man foll in 
denfelben ein gleichfeitiges und gleichwinkeliges Fünfeck 
befchreiben. 

Außlöfun%. Man befchreibe (4» io» S.) ein gleich« 
fchenkeliges Dreyeck FGH» worin jeder der Winkel an 
der Grundlinie das Doppelte des dritten Winkels fey. 
Hierauf befchreibe man (4^. s 0 io den Krcis ABC DE 
ein Dreyeck Ä CD dem Drcyecke FGH gleichwinkelig» fo 
dafs der Winkel CAD dem Winkel bey F, jeder der 
Winkel ACD, ADC aber einem jeden der Winkel bey 
6, H gleich fey, fo ift jeder der Winkel ACD, y*DC 
das Doppehe des Winkeis Ci4D; man halbire alfo (1 , 9. 
$.) 4ie bevden Winkel 4 CD, ADC durch die geraden 
Linien CE, DB und ziehe die Linien AB, BC, DE, EA % 

Beweis. Da nun A 
jeder der Winkel ^CD, 
ADC das Doppelte 
des Winkels CAD ift, 
und da die Winkel 
^CD, ADC durch 
die [Linien E C , DB 
halbirt find, fo find 
die fünf Winkel CAD, 
ACE, ECD, CD B, 

BDA alle einander gleich. Aber gleiche Winkel flehen 
(S> 26» S.) auf gleichen Bogen; folglich find auch die fünf 

Bo- 
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Bogen, AB, BC, CD» 
DE, EA einander gleich. 
Gleiche Bogen aber werden 
(3» 29. von gleichen 
geraden Linien abgefchnit- 
ten; folglich lind auch die 
fünf geraden Linien AB, 
BC, CD, DE, EA einan- q a 
der gleich, und die fünffei- 
tige Figur ABCDE i(l alfo 

gleichfei tig. Ich behaupte aber, dafs fie auch gleich winke 
]ig fey. Denn da der Bogen AB dem Bogen DE gleich 
ift, fo ift, wenn man beyderfeits den Bogen BCD hinzu- 
fezt, der Bogen AB CD dem Bogen EDCB gleich. Nun 
flehet auf dem Bogen AB CD der Winkel AEp, uud auf 
dem Bogeu EDCB der Winkt! BAE, folglich ift (3, 17. 
S.) auch der Winkel A ED dem Winkel BAE gleich. Auf 
eben den Gründen aber ift auch jeder der Winkel ABC, 
BCD, CD E einem jeden der beyden BAE, AED gleich; 
folglich ift die fünffeitige Figur ABC DE gleichwinkelig. 
Es ift aber gexeigt worden, dafs fie auch gleichfcitig fey; 
folglich ift in den gegebenen Kreis ein gleichzeitiges uud 
gleichwinkeliges Fünfeck befchrieben worden , w« z. v, w. 

12. S a z. 

Aufgabe. Um einen gegebenen Kreis ein 

fleichfeitiges und gleichwinkeliges Fünfeck zu 
efchreiben. 

Es fey der gegebene Kreis ABCDE, und man foll 
um denfelben ein gleichfeitiges und gleichwinkeliges Fünf- 
eck befchreiben. 

Aufiöfung* Man gedenke fich #e Winkelpunkte A, 
B, C, D, E des (4, 11. S.) in den Kreis befchriebenen 
Fünfecks, fo dafs die Bogen AB, BC, CD, DE, 
einander gleich feyen, und durch die Punkte A , B, C, D,£ 
liehe man (j, 17. S.) die Tangencef GH, HK, KL, 
,LM| MG an den Kreis, alsdaun nehme man des Kreifes 

ABCDE 
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ABCDE Mittelpunkt F, und ziehe die FB, FK, FC, 
FL, FD. 

Beweis, Da "die gera- G 
de Linie KL den Kreis 
ABCDE in dem Punkte C 
berührt , und von des Krei» 
fcs Mittelpunkte F an den ff 
Berührungspunkt C die F C 
gezogen ift, fo ift (3, 18. 
S.) die FC auf der KL 
Jothrecht, und folglich je- 
der der beyden Winkel bey 
C ein rechter. Au9 eben 
den Gründen aber find auch 
die Winkel bey B, D rechte« Da alfo der Winkel FCK 
ein rechter ift, fo ift (1, 47. S.) dai Quadrat von KF, 
den Quadraten von FC, CK gleich. Aus eben den Grün- 
den aber ift das Quadrat von FK den Quadraten von FB, 
BK gleich; und folglich find die Quadrate von FC, CK 
den Quadraten von F B , BK gleich. Unjcr diefen aber ift 
das Quadrat Von FB d em Quadrate von FC gleich; folg- 
lich ift auch, wenn man beyderfeits gleiches abzieht, das 
Quadrat von CK dem Quadrate von BK, und alfo auch 
dje CK der BK, gleich« Da nun auch die FC {der FB 
gleich, und FK gemeinfehaftlich ift, fo find die beyden 
FC, FK den beyden FB, FK ftückweife gleich, auch ift 
die Grundlinie BK der Grundlinie CK gleich; folglich ift 
(1, 8. S.) auch der Winkel BEK dem Winkel KFC, und 
der Winkel BKF dem Winkel CKF gleich, und mithin 
ift der Winkel B F C das Doppelte des Winkels KFC, und 
der. Winkel EKC das Doppelte des Winkels CKF« Aus 
eben den Gründen aber ift auch der Winkel CFD das 
Doppelte des Winkels C FL, und der Winkel CLD das 
Doppelte des Winkels CLF. Da nun der Bogen BC dem 
Bogen CD gleich ift, fo ift (3, 27. S.) auch der Winkel 
BF C dem Winkel CFD gleich; der Winkel B FC aber ift 
das Doppelte des Winkels KFC, und der Winker D FC 
das Doppelte des Winkels LFC; folglich ift auch der Winkel 

KFC 
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KFC dem Winkel CFL 
gleich» und mithin find in 
den beyden^Drey ecken FKC, 
FLC zwey Winkel des ei- 
nen xwey Winkeln des an- 
dern ftückweifc gleich und 
eine Seite des einen , ift ei- 
ner Seite des andern gleich, 
nämlich die geuieinfchaftli-- 
che Seite FC; folglich find 
(i, 2Ö- S.) auch die übri- 
gen Seiten des einen den 

übrigen Seiten des andern , und der übrige Winkel des ei* 
nen dem übrigen Winkel des andern gleich, die Linie KC 
alfo ift der Linie CL, und der Winkel FKC dem Winkel 
FLC gleich. Da nun die KC der CL gleich ift, fo ift 
KL das Doppelte von KC. Eben fo kann aber gezeigt 
"werden, dafs auch HK das Doppelte von BK fey. Da 
ferner geieigt worden ift, dafs die BK der KC gleich fey» 
und die KJ. das Doppelte von KC, die RH aber das 
Doppelte von B K ift , lo ift auch die K H der KL gleich. 
Eben fo kann auch gezeigt werden , dafs jede der übrigen 
GH, GM, ML einer jeden der beyden KH, KL gleich 
fey ; folglich ift GHKLM ein gleichfeitiges Fünfeck* 
Ich behaupte aber, dafs es auch gleichwinkelig fey* 
Denn da der Winkel FKC dem Winkel FLC gleich ift 
von dem Winkel FKC aber gezeigt worden ift, dafs er die 
Hälfte des Winkels H KL, von dem Winkel FLC aber, dafs 
er die Hälfte des Winkels KL M fey , fo ift auch der Winkel 
HKL dem Winkel KLM gleich. Eben fo kann 'aber gezeigt 
werdein dafs auch jeder der Winkel K H G, H G M, G M L ei- 
nem jeden der Winkel H KL , KLM gleich fey ; folglich find 
die fünf Winkel GHK, HKL, KLM, L MG, M G H alle 
einander gleich, und mithin ift das Fünfeck GHKLM gleich* 
winkelig. Es ift aber gezeigt worden , dafs es auch gleicbfei- 
tig fey , auch ift es um den Kreis ABCDE befchrieben. 

Demnach ift um einen gegebenen Kreis ein gleichfeitiges 
und gleichwinkeliges Fünfeck beschrieben worden, w.z.v.w. 

13. Saz. 
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13. Äar. 

Aufgabe* In ein gegebenes gleichfeitiges 
und gleichwinkeliges Fünfeck einen Kreis zu 
befchreiben. 

Es fcy das gegebene gleichzeitige und gleichwinkelige 
Fünfeck AßCDE, und man foll in daflclbe einen Kreis 
befchreiben. 

Anflöfung und Beweis. A 
Man halbire (1 , 9. S.) die 
Winkel BCD, C DE durch 
die Linien C F , D F, und zie- 
he aus dem Punkte F, wo die ß 
Linien CF , D F zufammen- 
treffen, die Fß, FA, FE. 

Da ' nun die B C der 
CD gleich, die CF aber ge- 
rn cinfebaftlich ift, To find 
die bey den B C , C F den bey- 
den DC, CF ftück weife gleich, auch ift der Winkel BCF* 
dem Winkel DCF gleich, folglich ift (1,4* S.J auch die 
Grundlinie BF der Grundlinie CF, und das ganze Dreycck 
BFC dem ganzen Dreyecke CFD gleich, auch find in bey« 
den clic Winkel, welche gleichen Seiten gegenüberliegen* 
einander gleich; der Winkel CFB ift alfo dem Winkel 
C D F gleich. Da nun der Winkel C D E das Doppelte des 
Winkels CDF ift, der Winkel C DE aber dem Winkel 
ABC, und der Winkel CDF dem Winkel CBF gleich if^ 
fo ift auch der Winkel ABC das Doppelte von CBF, und 
mithin der Winkel ABF dem Winkel FBC gleich; folg. 
lieh der Winkel ABC durch die Linie BF halbirt. Eben 
fo kann aber gezeigt werden , daf« auch jeder der Winkel 
BAE, AED von den Linien FA, FE balbirt werdes 
Man tälle nun von dem Punkte F aus auf die Linien A B, 
BC, CD, DE, EA, die Lothe FG, FH, FK, FL, FM. 
Da nun der Winkel H C F dem Winkel KCF, und der. 
rechte Winkel FHC dem rechten Winkel FKC gleich ift, 
fo find in den beyden Drcyockcn FHC, FKC xwey und 

«wey 
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*wey Winkel einander ftück- 
weife gleich, auch haben 
beyde eine Seite gemein- 
fchaftüch , die F C nämlich, 
welche in jedem einem der 

(l)eicheii Winkel gegenüber- 
iegt; folglich find (i , 26. 
$,) auch in beyden die übri- 
gen Seiten einander (tückwei- 
fe gleich, es i(l alfo das Loth 
F H dem Lothe F K gleich. 
Eben fo kann aber gezeigt werden,* dafs auch jede der Linien 
EL, FM, FG einer jeden der beyden FH, FK gleich 
fey» folglich find die fünf geraden Linien FG, FH, FK, 
FL, FM alle einander gleich, und der aus dem Mittel- 
punkte F und mit der Weite einer diefer fünf Linien be- 
schriebene Kreis gehet folglich auch durch die Endpunkte 
der übrigen, und berührt alfo die Linien AB, BC, CD, 
DE, EA weil bey den Punkten G, H, K, L, M rechte 
Winkel find. Denn follte er fie nicht berühren, fondern 
fchneiclen, fo würde ein auf dem Durchmefler des Kreifcs 
in feinem Endpunkte aufgeftellte» Loth innerhalb des Krci- 
fes fallen, welches ,(3 ^ 16. S.) unmöglich iu\ Folglich 
kann der aus dem Mittelpunkte F mit der Weite FG, FH, 
FK, FL, FM befchriebene Kreis die Linien AB, BC, 
CD» D\E, EA nicht fchneiden, er mufs fie alfo berühren. 
Man befchreibe alfo einen folchen Kreis wie GHKLM, 
fo ift in das gegebene gleichfcitige und gleichwinkelige 

Fünfeck ein Kreis befchrieben worden, w. z. v. w. 

... * 

1 « 

14. S a z. 

4 Aufgabe. Um ein gegebenes gleichfeitiges 
tind gleichwinkeliges Fünfeck einen Kreis zu 
befchreiben. 

y i * * 

. , Es fey das gegebene gleichfeitige and gleichwinkelige 
Fünfeck ABCDE» und man foll um daffclbc' einen Kreis 
befchreiben. 

Auf 
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Außlofung und Beweis. Man 
balbire jeden der Winkel BCD, 
CDE durch die Linien CF, DF, 
und liehe von dem Punkte F, wo ^ 
diefe Linien 2ufammentrefFen , die 
Linien FB, FA, FE, fo kann 
eben fo, wie im Bcweife des vo« 
rigen Sazes, gezeigt werden, dafs 

auch jeder der Winkel CBA t C^^^^D 1 
BAE, AED durch die Linien FB, ^ * 

tjkt FE halbirt werde. Da nun r*fer Winkel BCD^detn 
Winkel CDE gleich, der Winkel F CD aber die Hälft« 
des Winkels 8CD, und der Winkel GÖF die HJÜfte des 
Winkels CDE ift, fo ift folglich auch der Winkel VDQ 
dem Winkel FCD, und mithin (i, 6. S.) die Seite FC 
der Seite F D gleich. ' Eben fo kann aber gezeigt werden; 
dafs auch jede der Linien FH , FA, FE einer jeden der 
beyden FC, FD gleich fey./ Demnach find die fiinf Li- 
nien FA, FB, FC, FD, FE alle einander gleich, und 
mithin gehet der au« dem Mittelpunkte F mit der Weite ei- 
ner diefer fünf Linien befchrieben« Kreis auch durch die 
übrigen Punkte, Und ilt um das gleichfcitige und gleich- 
winkelige Fünfeck befchrieben. Man befchreibe alfo. den 
Kreis AB CDE, fo ift. um das gleichfeitige und gleichwin- 
kelige Fünfeck ein Kreis befchrieben worden, w. z, *\if 9 

14. Saz. ..Jt-M 

Aufgabe. In einen, gegebenen Kreis,, eizji , 
fileichfeitiges und gleichwinkeliges Sechseck zii 
befchreiben. . 
[ Es fey der gegebene Kreis ABCDEF, und man foll in deafe£» 
bcueinglcichfeitiges u. gleichwinkliges Sechseck befchreiben» 

Außöfung* Man nehme den Mittelpunkt G des Krcifes, 
und ziehe den Durchnietier A D deflclben ; hierauf befchreibe 
man aus dem Mittelpunkte D mit der Weite D G. den Krej» 
EGCH, in diefem ziehe man die geraden Linien EG, CG, 
verlängere folche bis nach B, F und ziehe fodann die AB, 
BC, CD, DE^BF, FA, fo behaupte ich, dafs ABCDEF 
ein gleichfcitige« und gleichwinkeliges Sechseck fey. 

ff» 



Digitized by Google 



"5 



Eufclidf Elemente 




H 



Winkel 



Bewein Da der Punkt G der 
Mittelpunkt des Kreifcs ABCDEF 
ift /To 'ift die G E der GO gleich, 
tind'da der Punkt D der Mittel« 
funkt ito Kreifet EGCH ift, fo 
i^ die DE der DG gleich. Von 
der GE aber ift gezeigt worden, g } 
dafs fie der GD gleich fey; folg« 
lieh ift auch die GE der ED 
gleich 9 und mithin das, Dreye ck 
£ G. D glcichfcitig , folglich auch 
leine drey Winket EQD,E DG, 
DEG einander . gleich , weil in 
gleichfcbenkeKgen Dreyecken , ( t , 
.5..S.) die Winkel an der Grund« 
Jinie einander gleich find. Auch find 
Dreyecks awey rechten gleich; folglich ift der Winkel 
E G D ein Drittel von zwey rechten. Eben fo kann aber 
gezeigt werden , dafs auch der Winkel D G C ein Drittel 
von zwey rechten fey. Da ferner die gerade Linie CG 
auf der EB aufgefteilt ift, fo find (t, 13. S.) die Neben« 
Winkel EGC, CGB, welche fie mit aerfelben macht, 
zwey rechten gleich, folglich ift auch der dritte Winkel 
CGB ein Drittel von zwey rechte*» und mitbin find die 
.Winkel EG D, DGC, CGB einander gleich; folglich find 
auch (Ii 15. S.) die Scheitelwinkel diefer, BGA, AG F, 
FGE einander gleich, und mithin find die fechs Winkel, 
EÖD, DGC, CGB, BGA, AGP, FGE alle einander 
gleich. Gleiche Winkel "aber ftehen (3, 26, S.) auf glei- 
chen, Bogen,; folglich find die fechs Bogen AB, BC, CD, 
DE, EP, PA alle einander gleich. Gleiche Bogen (aber 
werden (3» 19. S.) von gleichen geraden Linien abgefchnit« 
ten; folglich find auch die fechs gerade Linien , die glct* 
che Namen haben , alle einander gleich, und mitbin ift 
ABCDEF ein gleichfcitigcs Sechseck. 



Ich behaupte aber, dafs es auch gleichwinkelig fey. Denn 

da der Bogen AF dem Bogen ED gleich ift, (b ift, wenn man 

*■ - » . - » * 

bey- 
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beyderfeis den Bogen abcd hinzu feit , der Bogen FABCD 
dem Bogen edcba gleich« tyun ftehet auf dem Bogen 
EA-BCD der Winkel TED.) und auf dem Bogen EDCBA 
der Winkel AFE; folglich ift (3, 27. S.) der Winkel AFE 
dem Winkel DEF gleich« Ebenfo kann aber gezeig* wer- 
den , dafs auch die übrigen Winkel des Sechsecks aBCDEF 
nuckweife jedem der beyejen AFE« F E D gleich feyen, 
folglich ift ABC DEF gleichwinkelig. Es ift aber gezeigt 
worden, dafs es auch gleichfeitig fey, auch ift es in den 
Kreis ABCDEF befchrieben. Demnach ift in einen gege- 
benen Kreis ein gleichzeitiges und gleichwinkeliges Sechseck 
befchrieben , w« z. v. w. 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs* die Seite des Sechsecks 
dem Halbmen*er des Kreifes gleich fey. Ferner wenn man 
durch die Punkte A, B, C, D, £, F Tangenten des Krei- 
fes zieht, fo kann auf ähnliche Art, wie bey dem Fünfeck 
gezeigt worden ift« um einen gegebenen Kreis ein gleich- 
feitiges und gleichwinkeliges Sechseck, und in und um ein 
gegebenes Sechseck ein Kreis befchrieben werden, 

i6, S a z. 

Aufgabe. In einen gegebenen Kreis ein 
gleichfeitiges und gleichwinkeliges Fünfzehn- 
eck zu belchreiben. 

Es fey der gege- A 
bene Kreis ABCD» 
u. man foll indenfei 
ben ein gleichfei- 
tiges u. gleichwin- 
keliges Fünfzehn- 
eck befchreiben, 

Aiiflofung u. E 

Beweis. Man be- 

fchreibe in den 

Kreis abcd die 

Seite AC des (4, 

2, S,) in denfelben 

einzufchreibenden 

I t gleich- 
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gleichzeitigen 
Dreyecks, und die 
Seite A B des (4» 
Ii« S.) in densel- 
ben einzufchrei- 
benden gleichfeiti- 
genFünfecks. Nun 
enthält der Bogen 
ABC, als das Drit- 
tel derganzcnK rei- 
fes, fünf folchcr 
Abfchnitte, der- 
gleichen der gan- 
ßt Kreis fünfzehn 
enthält. Der Bogen AB aber, als das Fünftel des ganzen 
Kreifes, enthalt drey diefer Abfchnitte ; folglich enthält der 
Bogen B c zwey dcrfelben. Man halbire daher (3, zo # S.) 
den Bogen B C iq dem Punkte E , fo ift fowohl b E als £ G 
ein Fünfzehntel des ganzen K reifes ab CD. Wenn man 
daher die Linien BE, ec ziehet, und folche die ihnen 
gleich find in Einem fort in dem Kreife herumträgt, fo 
wird in denfelbeu ein gleichfeitiges und gleichwinkeliges 
Fünfzehneck befchrieben werden, w t z. v* w. 

Zufaz. Eben fo wie beym Fünfecke gezeigt worden 
ift, wird auch ein gleichfeitiges und gleichwinkeliges Funf- 
zehneck am einen gegebenen Kreis, wie auch in und um 
ein gegebenes gleichfeitiges und gleichwinkeliges Fünfzehn- 
eck ein Kreis befchrieben. 



Euklids 
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Erklärungen. 

i. Eine Gröffe ift ein Theil von einer an* 

dern , die kleinere von der ^röfferen, wena 
die kleinere die gröffere mifst. 

%. Die gröffere ift ein Fielfaches der kleinern, 
wenn die kleinere die gröffere mifst, 

3. Das Verhiiltnifs {ratio) ift eine gegenfeiti- 

ge Beziehung, welche zwey gleichartige 
Gröffen in Anfehung ihrer Vielfachen auf 
einander haben. 

4. Man fagt, Gröffen flehen im Verhiiltniße 

mit einander, wenn fie vervielfältigt . ein- 
ander übertreffen können» 

5. Man fagt, Gröffen ftehen in einerley Ver- 

h'ältniffe, die erfte zur zweyten und die 
dritte zur vierten , wenn jede Gleichviel* 
fache der erften und dritten zugleich gröf- 
fer, eben fo grofs , oder kleiner find, als 
jede Gleichvielfache der zweyten und 
vierten. t * " 1 

i. Gröffen, welche einerley Verhältnifs haben, 
heiffen proportionirt* , 

1 % .7. Wenn 
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7. Wenn aber unter den Gleichvielfachen das 
Vielfache der erften gröffer ift, als das 
Vielfache der zweyten, aber das Vielfache 
der dritten nicht gröffer, als das Vielfache 
^ der vierten, alsdann fagt man, die erfte 
habe zur zweyten ein größeres Verhältnifs, 
» als die dritte zur vierten. 

ß. Die Proportion (proportio) ift die Gleich- 
heit der Verhältuifle. 

9. Eine Proportion beftehet zum wenigften aus 

drey Gliedern. 

10. Wenn drey Gröffen proportionirt find, 
fo fagt man, die erfte habe zur dritten 
ein zweymal höheres (duplicirtes) Verhält- 
nifs, als die erfte zur zweyten. 

11. Wenn vier Gröffen proportionirt lind, fo 
fagt man , die erfte habe zur vierten ein 
dreymal höheres (triplicirtes) Verhältnifs, 
als zur zweyten, und fo fort immer um eins 
höher, fo lange die Proportion Statt .findet. 

12. Die Vorder^lieder heifsen den Vorderglie- 
dern und aie Hinterglieder den Hintergüe* 
dem homolog. 

13« Verwechfelt {alternd) heifot das Verhältnifs, 
wenn man fezt: wie das Vorderglied zum 
Vordergliede, fo das Hinterglied zum Hin- 
tergliede, 

14. Umgekehrt (inverfd) heifst das Verhältnifs, 
wenn man fezt: wie das Hinterglied zum 
Vordergliede , fo das Hinterglied zum Vor- 
dergliede. 

15. Verbindung (compoßtio) des Verhältniffes 
ift, weun mari fezt: das Vorderglied fammt 
dem Hintergliede, als eins betrachtet, zu 
eben demfelbeq Hintergliede. 

16. 
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16. Trennung (divifio) des Verhaltniffes ift, 
weng man fezt:,wie der Ueberfchufs des 
Vorderglieds über das Hinterglied zu eben- 
denselben Hintergliede. /' 

17. Pf^iederlehrend (converja) heifst das Ver- 
hältnifs, wenn man fezt: wie das Vorder- 
glied zum Ueberfchuffe des Vorderglieds 
über das Hinterglied. 

x 8* Verhältnis aus der Gleichheit oder gleicl* 
förmiges Verhältnifs , (ex aeqqaAitate f. ex 
aequo) ift, wenn man mehrere Groffen 
und noch einmal die nämliche Anzahl an- 
derer hat, und es ift: wie bey den erfreu 
die erfte zur lezten, fo auch bey den zwey- 
ten die erfte zur lezten, oder wenn man 
die äufferen Glieder mit Uebergehung der 
mittleren fezt» 

• 

X9. Unzerflreut (ordinatci) heifst eine Propor- 
tion, wenn man hat: wie das Vorderglied 
zum Hintergliede, fo das Vorderglied zum 
Hintersliede , und zugleich: wie das Hin- 
terglied zu einer andern Gröffe, fo dag. 
Hinterglied zu einer andern Gröffe. 

zo. Zerflreut (perturbata) heifst eine Propor- 
tion, wenn man drey Groffen und noch 
einmal die nämliche Anzahl anderer hat, 
und es ift: wie bey den erften das Vor- 
derglied zum Hintergliede, fo auch bey 
den zweyten das Vorderglied zum Hinter- 
gliede, aber, wie' bey den erften Gröffen 
äas Hinterglied zu einer andern Gröffe, 
• fb bey den zweyten eine andere Gröffe 
zum Vordergliede. 

■ 

• - 
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L$hrfaz> W§on Gr offen fo viel ihrer feyn 
WÖiren , von eben fo vielen andern ftück weife 
gleichvielfach lind, fo find die erften alle von 
den lezten allen ebenfovielfach , wievielfach 
eine der erften von einer der lezten ift. 



G 



H- 



Es feyen Gröflen* fo viel ihrer feyn mögen, AB, CD, 
von eben fo vielen andern E, F ftüekweife gleichvielfach, 
fo behaupte ich, dafs die Gröflen A B* , CD von den Grö^ 
fen B, F ebenfovielfach feyen, als die AB von der E ift. 

Beweis.- Weil die AB von der E A 
ebenfovielfach, als die CD von der F, 
iß, fo Und in der cp eben fo viele Gröf- 
fen, jede gleich der F ,' wieviel in der 
AB Groden, jede gleich der E, find. 
Man theile alfo die AB in die Theile 
AG, GB, deren jeder der E gleich fey, 
und die C D in die Theile CH, HD de- 
ren jeder 'der F gleich fey, fo ift die 
Menge der Theile CH, HD der Menge 
der Theile ag,GB gleich. Da nun die D 
A G der E , und die CH der F gleich ift, 
fo find auch die AG, CH zufatmnen den E, F zufammen 
gleich« Aus eben den Gründen ift aber die G B der E, und 
die HD der F gleich; folglich find auch die gb, hd zu* 
famnien.den E, F zufammen gleich. Wieviel alfo in der 
AB Theile find, deren jeder der E gleich ift, foviel find 
in den AB, CD zufammen Theile, deren jeder den E, F 
gufammen gleich ift; folglich find die ab, CD zufammen 
von den E, F zufammen ebenfoviclfdch , als die eine ab 
yon der einen E. 

Wenn demnach mehrere Größen u, f. w» w. z« e. w# 

2. S a z. 

Lehrfaz. Wenn die erfte Gröffe von der 
zweyten ebenfovielfach ift , als die dritte von der 

vier- 
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vierten) bnd es ift zugleich die fünfte von der 
zweyten eben fo viel fach , als die fechfte von der 
vierten > fo find auch die erfte und fünfte zufam- 
men von der zweyten ebenfo vielfach, als die 
dritte und fechfte rztifammen von der vierten» 

Es fcy die erfte ab von der zweyten C cbenfoviel- 
fach, als die dritte de von der vierten F, zugleich fey 
auch die fünfte B g von der zweyten C ebenfoviclfacb, als 
die fechste EH von der vierten F , fo behaupte ich, dafs 
die erfte und fünfte zufammen, AG, von der zweyten C 
cbenfovielfach fey, als die dritte und fechfte zufammen, 
DH, von der vierten F, 



I 




Beweif. Da die AB 
von der C cbenfovielfach 
ift als die DE von der F, 
fo fitul in der, D E eben fo 
viele Größen, jede gleich 
der F,'als in der AB Gröf- 
ten , jede gleich der C ,! find. 
Aus eben den -Gründen lind 
auch in der E h eben fo 
viele Größen, jede gleich 
der F , als in der B G Gröf- 
fen , jede gleich der C , find. 
Folglich find auch in der 

ganzen DH eben fo viele Größen, jede gleich der F, als 
in der ganzen AG Gröffen, jede gleich der C find, und 
mithin ift die DH von der f cbenfovielfach, als die AG 
von <!cr c, und es find alfo auch die erfte und fünfte zu- 
sammen, AG, von der zweyten C ebenfovielfach\ als die 
dritte und fechfte zufammen, DH, von der vierten F. 

Wenn demnach die erfte Größe von der zweyten u. 
f. W, W. z, c. w* 



3. S a z. 



Lehrfaz. Wenn die erfte Gröffö von der 
zweyten ebenfovielfach ift, als die dritte von 
der vierten, und man nimmt Gleich vielfach es 

der 



Euklids Elemente. 



der erften und dritten, fo ift auch jedes diefer 
Vielfachen von jenen beyden gleich vielfach, 
das eine nämlich von der zweyten, das ande» 
re von der vierten, « 

Es fcy die erfte Größe A ton der zweyten Größe B 
ebenfovielfach, als die dritte C von der vierten d, und 
man nehme von den beyden A » C die Gleichvielfachen 
£F, GH, fo behaupte ich, dafs auch die EF von der l 
ebenfovielfach fey, als die GH von der J>. 

1 Beweis» Da die H 
tF von der A eben . 
fo vielfach ift i als die p 
GH von der c, fo 
find in der G H eben 
fo viele Größen, jede 
gleich der C, als in 1C{- y 
der E F Größen , jede 
gleich der A » find. 
Man theile alfo die 
BP in die Größen EK, 
KF, die der a gleich 
feyen, die GH aber 

in die Größen GL, L H die der C gleich feyen, fo ift die 
Menge der Größen E K , KF der Menge der Größen GL, 
LH gleich. Da nun die A von der 8 ebenfovielfach ift, 
als die C von der D , aber die E K der A » und die G L 
der C gleich ift , fo ift auch die E K von der B ebenfoviel- 
fach, als die GL von der D. Aus eben den Gründen ift 
auch die KF von der B ebenfovielfach, als die LH von 
der D. Weil nun die erfte ek von der zweyten B eben* 
fovielfach ift, als die dritte GL von der vierten D , aber 
auch die fünfte KF von der zweyten B ebenfovielfach ift, 
als die fechfte L H von der vierten D , fo ift (5 , a. S«) 
die aus der erften und fünften zufauimengefezte EF von 
der zweyten B ebenfovielfach, als die dritte und fechfte 
Zufaramen , GH von der vierten D. 

Wenn demnach die erfte Größe von der zweyten u, 
C w» w# z. e, w. . 

- 4. Saz. 
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4. Saz. 

Lehrfaz. Wenn die erfte Gröffe zur zwey* 
ten fich verhält, wie die dritte zur viertel, 
fo werden auch jede Gleichvielfache der er- 
ften und dritten zu jeden (Gleichviel fachen der 
zweyten und vierten einerley Verhältnifs haben. 

Es verhalte fich die erße A zur zweytcn B wie die 
dritte c zur vierten d, und man nehme nach Belieben 
von den Größen A , c die Gleichvielfachen E , F von den 
Gröflen b, D aber nach Belieben andere Gleich vielfache G f 
H, fo behaupte ich, dafs auch die £ zu der G fich ver- 
halte wie die F zu der H # 



Beweis. Man nehme 
von den Gröflen e, f die 
Glcichvielfacben K, L und 
von den Größen G, H, die 
Glcichvielfacben M , N. Da 
nun die E von der a eben» 
fovielfach iß, als die F von 
der c, und man von den 
Gröflen E > F die Gleich- 
vielfachen K, h genommen 
hat, fo ift (5, 3. S.) die 
K von der a cbcnfovielfach, 
als die L von der c # Aus 
eben den Gründen ift auch 
die m von der B ebenfo- 
vielfach , als die N von der 
D. Da nun A zu B fich 
verhält wie c zu D, und 
man von den Größen A, 
c die Gleichvielfachen K, 
l und von den Gröflen B, 
X> .nach belieben andere 
Gleichvielfache m, n ge- 
nommen hat, fo ift (5, c. 
Erkl,) die x zugleich $räf- 



• ■ 
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fer, eben fo grofs, oder kleiner ,\als die N, Je nachdem 
die K gröfler,-ebeii fo grofs, öder kleiner ift, als die M. 
Auch find dick, L von den beyden E , F Glcichvietfache, 
die M, aber von deu G, H nach Belieben andere Gleich- 
vielfache^ folglich verhält fich (5, 5. Erkl',) die £ zu der 
G wie die F zu der H. 

Wenn demnach die trfte'Gröfle zu der' zweyten u. C 
V7. w; z. c % w. 

Zufat. Da nun gezeigt worden ift, dafs je nachdem die 
X größer, eben fo gnofs, oder kleiner ift, als die M, auch 
die L größer., eben fo grofs, oder kleiner,. als die N, fey, fo 
erhellet, .dafs auch, je nachdem die >i grdifer, eben fo grofs, 
oder kleiner ift, als die K, auch die N größer, eben fo 
grofs, oder kleiner fey, als die L, und daher verhält fich 
auch G zu £ wie H zu F. Hieraus aber ift klar, dafs, 
wenn vier Größen proportionirt find, fie auch umgekehrt 
pijoporuooi« feyen, j 

f 5. Saz. * < f 

Lehrfaz. Wenn eine Gröffe von einer an* 
d^rn ebe nfo vielfach* ift y als ein Stuck d^r erften 
vpn einem Stücke der zweyten, fo ift ^nch der 
Rpft der erften vom Refte der zweytan ebenfoviel- 
fach, als die ganze erfte von der ganzen zweyten. 

Es fey die GröfTe ab von der CD eben- Ar 
fovielfach , als das Stück AE von dem Stücke 
CF, fo behaupte ich, dafs auch der Reft 
I B von dem Refte fd ebenfo vielfach fey, 
tltf die ganze A B von der ganzen CD* 

Beweis. Man mache die E JB von der E 1 
CG ebenfovielfach, als die AtE von der CF 
ift! Da hurt (5, 1. S f ) die ^E von der CF - 
eb.enfovielfach ift, als die A3 von der GF, 
und da man fezt, dafs qie a£ von der FC . 
ebenfovielfaqji fey, als die Ap von der cd,' 
fo ift die AB von den beiden CF, CD 
gleichvielfach, und daher die GF der CD B w "~ D 
gleich. Man nehme von den beyden die qjs weg t fo ift 

der 
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der Reft GC dem Rcfte dp gleich» Da ti un.dk AB von der 
CF ebenfoviclfach ift, als die EB" von der CG, und dt« 
CG der t>F gleich ift, fo ift auch die AE f von der &s 
ebenfovitlfach , als die EB von der yD. .Nach der Vk># 
auifezung aber ift 4ic AE von der C P ebenfbvielfach» als 
die ab von der cd; folglich ift auch der Reft eb von 
dem Reffe F p eb enfo vielfach , als die ganre AB von der 
ganzen c D. t-*- - ■* 



v 



Wenn demnach eine Größe von einer andern u, C w« 



w* % ejw. 



■?•■ 



.16. . S G Z. . 



LeJirfaz* Wenn zwey GrÖffen von zwey 
andern gleichvielfach find, und es find auch 
Stücke der erften beyden von eben diefen zwey 
andern gleichvielfach, fp .find^auch die , Hefte 
entweder! denfelfren gleich, oder'Ghächvielfachq 

Von ihnenv ~ * i . " " " 

i . 1 . x , » 

' > t *J • 1 »v4 / V 1 / I ' ,»1 

Es feyen zwey Größen AB, CD von zwey andern E, 
F gleichvielfach, und es feyen auch die^ncRe 4 A G ,' c H 
der erften beyden vön den nämlichen amlern" E^ F gTeiehi 
vielfach, fo behaupte ich, dafs auch die Rcfte 6B, Htr 
entweder den beyden E, F gleich, oder deirti <Äciclmcl<» 
fache feyen. f . , ,„ . 

Beweis. Es fey ex/kw die G B der j£ 
E gleich, fo behaupte ich» dafs auch die 
HD der F gleich fey.r Man mache näm- 
lich die CK per F gleich. .Da. nun die 
AG von der E ebenfovrelfach ift, als 
die CH von der F, und die GB der E 
die ck aber der F gleich ift, fo ift (c, 
tu S.) auch die A B von der £ ebenfo- 
vrelfach, als* die KH von der F, Es ift 
aber angenommen, dafs die A B von der 
E ebcnfovielfach, als die CD von der 
F; folglich ift die ICH von der F eben- 

iclftch, all .üe.;CD # Da nun die. beyden xH,^d von 

der 
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der F gleichvielfach find , fo ift die K H 
d«r CD gleich. . Man nehme von beyden 
die CH weg, fo ift der Reil KC dem 
Refte HD gleich. Aber die £C ift der 
^gleich; folglich ift auch die HD der F 
gleich. Wenn alfo die*GB der E gleich 
ift, fo ift auch -die hd der F gleich. 

Auf gleiche Art kann nun gexeigt 
Werden* dafs* wenn diejtJB ein Vielfa- 
ches von der E ift» die HD das Gleich- 
vielfache von der F fey. 

Wenn demnach zwey Großen u, f. 




w. z. e, w. 



i ■ 
♦ 



» - 

. - : - ' ' 



■ 



■ • 



,7- Sa 



\ ' Lehrfiiz. Gleiche Grotten haben zu einer 
GrÖffe, und Gröffe hat zu gleichen Gröf- 
fen einerley Verhältnifs. 

Es fey en zwey gleiche Größen A, B und eine andere 
beliebige Größe C, fo behaupte ich, dafs jede der beyden 
A, B zu der C, und dafs auch die C zu jeder von den 
beyden A» R einerley. VerhjiUnifs habe. , 

Beweis. Man nehme von den bey- 
den A, B die Gleichvielfachen D, B r 
und von der C nach Belieben ein an- 
deres Vielfaches F. Da nun die D 
von der A ebenfo vielfach ift , als die j) L 
E von d<r B , und da die a der V - 
gleich ift, fo ift auch die D der B 
gleich. Qs iß aber die F ein anderes 
beliebiges, Vielfaches von der c. Je 
nachdem a^fo die D größer, ebenfo 
grofs; oder kleiner ift, als die F, fo 
i&^uxh die i größer, eben fo grofs, 
oder kleiner, als die F. Auch find die D» E von den bey- 
den.' A 1 B Glcichvielfachc, die F aber ift cia anderes De- 
lic- 
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liebige. Vielfaches von der c; folglich verfallt fich (<, f. 
Erkl.) die A zu der C wie die B *a der C. 

Ich behaupte aber ferner» dafs auch die C zu jeder 
von den beydcn A» C cinerlcy Verhältnifs habe. Denn 
nach der nämlichen Conftruction kann auf ähnliche Art ge- 
zeigt werden » dafs die D der E gleich , die F aber eine an* 
dere Gröffe fey. Je nachdem nun die F gröffer, eben fo 
grofs, oder kleiner ift, als die D, fo irr He auch gröffer» 
eben fo grofs , oder kleiner , als die E. Auch ift die F ein 
Vielfaches von der C, die D, E aber find ander beliebige 
Gleicbvielfache von den beydcn A , B ; folglich verhält fiel» 
C5 > 5* Erkl.) die C zu der A wie die c zu der B, 

Demnach haben gleiche Grölten u. f. w« W. z, e # w» 

* 

Lehrfaz. Von ungleichen Gröffen hat die> 
groffere zu eben der Felben Gröffe ein gröfferes 
Verhältnifs, als die kleinere, und ebendiefelbe 
Gröffe hat zu der kleinern ein gröfferes Ver- 
hältnifs, als zu der gröfferen. > . 

Es feyen "die ungleichen Gröffen ab, C, und zwar fey 
die AB gröffer, als die c, ferner fey eine andere beliebige 
Gröffe d, fo behaupte ich» dafs die A B zu der D ein gröffe- 
res Verhältnifs habe, als die C zu der D, und dafs die D zu 
der C ein gröfferes Verhältnifs habe , als zu der A B» 



F A 

* G 1 

B 



Beweis. Da die AB 
gröffer ift, als die C, fo ma- 
che man (1 , 3« S») der c die 
B E gleich, fo wird (5, 4« 
Erkl«) dia, kleinere von den 
beyden A^E, EB vervielfäl- 
tigt einmal gröffer werden, 
als die D. Es fey erftlich die 
A E kleiner, als die E B, man 
vervielfältige die A E , bis lie 

gröfler wird, als die D, und et fey die FO das Vielfache 
von AE, welches gröffer ift, als die P, nun mache man 

t die 



II Ii 



K H C D L M N 



Digitized by Google 



142 



Euklids Elemente, 



,GH von der EB und 
die K von der c ebenfoviel- 
fach, als die FG von der, 
A E ift* Hierauf nehme man 
von der D das Doppelte L, 
das Dreyfachc M, und fo 
fort das um eins höhere 
Vielfache, bis man auf ein 
Vielfaches von der D kommt, 



F r Ar 



1 



I 

c 



I 

D 



M N 



was zunächft größer ift» als die 'K. Man nehme diefes al- 
(p, und es fey die N das Vierfache von D, und zunächft 
größer, als K. Da nun die K zunächft kleiner ift, alt 
die N , fo ift die K nicht kleiner, als die M* Und da die 
V G von der A E ebenfovielfach ift , als die <G H von der? 
EB, fo ift (5, 1. S.) auch die FG von der AE ebenfoviel- 
fach, als die FH von der AB. Es ift aber die FG von 
der A E ebenfovielfach, als j die K von der .C; folglich ift 
auch die FH von der AB ebenfovielfach, als die K von 
der C , und daher ßnd die FH, K von den beyden AB, C 
gleichvielfach. Ferner da die GH von der E B ebenfoviel- 
fach ift, als die K von der C, und die EB der C gleich ift; 
fp ift auch die GH der K gleich. Aber die K ift nicht 
kleiner, als die M, folglich ift auch die GH nicht kleiner, 
als die M, Nach der Conftruction aber ift die FG gröf- 
fer> als die Drf folglich ift auch die ganze FH größer, als 
die beyden D, M zufammen. Aber die beyden D , M zu-, 
fanimen ßnd der N gleich; folglich ift die FH gröfTer, als 
die n; die K aber ift nicht größer, als die N. Auch 
find die F H , L Gleichvielfache der beyden AB, C , und 
die N ift ein anderes beliebiges Vielfaches vou der D ; folg- 
lich hat (5, 7. Erkl.) die ab zu der D ein größeres Ver- 
hältnifs, al# die C zu der D, 

Ich behaupte aber ferner, dafs auch die D zu der C 
ein größeres Verhältnifs habe, als die D zu der AB # 

Nach der vorigen Conftruction kann nämlich auf ahn- 
liche Art gezeigt werden, dafs die N zwar größer fey, 
als die SC , aber nicht größer, als die FH. Es ift aber NT 
ein Vielfaches von „der D , und die FH, ic find andere 

Gleich- 
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Gltiohvielfache von den beyo>n AB, C* folglich hat (*, 7* 
Erkk; die D zu der C ein größeres Verhältnifs, als die D 
eu der AB, 

Es fey aber zmeytens dje At gröffer, als die EB, fo 
wird (< , 4. ' £rkl t ) die kleinere E B vervielfältigt einmal 
größer, als die D, werden. Man vervielfältige fie, und ei 
fey die GH ein Vielfaches von der EB, aber größer, ala 
die D» Man mache nun die F G von der A E und (di^ K von 
der C eberifovielfach, als die G H von der E B ift. Nun kann, 
auf ähnliche Art wie 2uvor, gezeigt werden, dafs die FH 
von der K und die AB von der C Gleichvielfache feyen. 
Man nehme ferner eben fo von der D ein Vielfaches N, was 
zun'ächft gröflfer*, als die F G , fey , fo ift wiederum die F G 
nicht kleiner, als die M # Es ift aber die GH gröfTer, all 
die D{ folglich ift die ganze FH gröffer, als die D, M zu- 
fammen, das heifst gröfTer, als die n. Die K aber ift nicht 
gröfTer, als die N, weil die FG, welche gröfTer, als dio 
GH, das heifst, gröfTer» als die K, ift, doch die N nicht 
übertrifft. Und fojkann auf ähnliche Art, wie zuvor, dec 
Beweis geendiget werden, 

Demnach hat von zwey ungleichen Größen u. f. W. 

- * 

w^ 2p* e» w^ 

- 

9. & a z. 

Lehrfaz. Gröffen, die zu einer dritten ei- 
nerley Verhältnifs haben , find einander gleich, 
und folche, zu welchen eine dritte einerley Ver- 
hältnifs hat, find auch einander gleich. 

Es habe jede der beyden GrölTen A, B zu der dritten 
C einerley Verhältnifs, fo behaupte ich, dafs die A der B 
gleich fey. 

Reweis* Denn Ware ße ihr nicht gleich, 
fo hätten (s 9 8. S) nicht die beyden \, B 
*u der dritten C einerley Verhältnifs Dies . ' 
haben fie aber ; folglich ift die A der B gleich, ] C 

Es habe ferner die C zu den beyden A, 
B einerley Verhältnifs, fo behaupte ich, dafs 
die A der.B gleich fey» 

Dcr.n 
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Denn wire fie es nicht , fo hätte g. S.) nicht di« 
C zu den beyden A, B einerley Verhältnifs. Dies hal fie 
aber» folglich ift die A der B gleich« 

Grüßen alfo , die xu einer dritten u. C w. w. i. e # w. 

. ■ 

■ » 

io. S a z. 

Lehrfaz. Von Gröffen, die zu einerley 
Groffe ein Verhältnifs haben, ift diejenige die 
gröffere, welche das gröffere Verhältnifs hat; 
diejenige aber, zu welcher einerley Gröffe ein 
gröfferes Verhältnifs hat, ift die kleinere. 

Es habe die A zu der C ein gröfferes Verhältnifs, als 
die B zu der C, fo behaupte ich, dafs die A gröffer, als 

die B , fey. ■ ' 

Beweis. Denn wenn dies nicht wäre, 
fo ift entweder die A der B gleich, oder B 
fie ift kleiner, als fie. Nun kann die A 
der B nicht gleich feyn, da fonft (5, 7. T * 
S.) die beyden A , B , zu der dritten C ei- 
nerley Verhältnifs hätten. Dies haben fie 
aber nicht; folglich ift auch die A der B 
nicht gleich. Aber die A ift auch nicht kleiner, als die 
B, dehn fonft hätte (5', S.S.) die A zu der C ein kleineres 
Verhältnifs, als die B zu der C. Dies hat fie aber nicht» 
folglich ift ,auch die A nicht kleiner, als die B. Es ift 
aber gezeigt worden, dafs fie ihr auch nicht gleich fey; 
folglich ift die A gröfler, als die B. 

Es habe ferner die c zu der B ein größeres Verhält« 
nifs, als die C zu der A, fo behaupte ich, dafs die B klei- 
ner, als die A, fey» 

Denn wäre fie nicht kleiner , fo wäre fie entweder ihr 
gleich, oder fie wäre gröfTer. Gleich kann die B der A nicht 
feyn, denn fonft hätte (5, 7, S.) die C zu den beyden A, 
B einerley Verhältnifs. Dies hat fie aber nicht; folglich ift 
auch die a der B nicht gleich. Aber die £ ift auch nicht 

gröf- 
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gröfler, als die A, denn fonft bitte {5 , g. S«) die C 20 
der B ein kleineres Verhältnis, als zu der A, Dies hat 
fie aber nicht $ folglich iß auch die B nicht größer,, als 
die A« Es ift aber gezeigt worden» dafs Tie ihr auch nicht 
gleich fey; folglich ift die B kleiner» als» die a. 

Demnach ift von Gräften tV f. w, w. z. t. w. 



II. Saz. 

Lehrfaz. Verhältnifle die einem drittea 
gleich find, find einander felbft gleich. 

Es verhalte fich die A zu der B wie die c zu der D, 
and die C zu der D wie die E zu der F, fo behaupte ich» 
dafs die A zu der B fich verhalte, wie die £ zu der F. 



Beweis. 
Man nehme 
von den Gref- 
fen a, c, £ 
die Gleichviel- 
fachen G, H, 
K und von den 
Qröften B, D, ' 
¥ andere be- 
liebige Gleich* 
vielfache L, m, 
N. Weil nun 
die A zu der t 
B Och verhält G A B L 
wie die C zu 

der d, und man vbn den Gröftcn A , c die ©Jcichvielfa- 
cben G , H , und von den Gräften B , p andere beliebige 
Gleichvielfache L, M genommen hat» fo ift (5» Erkl.) 
Je nachdem die G größer, ebenfogrofs, oder kleiner ift, 
als die L, auch die H gröffer, ebenfogrofs, oder kleiner» 
als die M. Ferner da die C zu der D (ich verhält wie 
die E zu der F, und man von den Grüften C, £ die 
Gleichvielfachen H, K> von den Gröftcn , d, P aber, andere 

& be- 
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beliebige Gleichvteifache M, N genomtuen bat, fo ift jt 
nachdem die H gröffer, ebenfogrofs, oder kleiner ift, als 
die M f auch die K größer, ebenfogrofs, oder kleiner, all 
die N. Aber jenachdeni die H gröfler» ebenfogrofs, oder 
kleiner ift, als die M , fo Ut auch die G 'gröfler, ebenfo- 
grofs, oder kleiner, als die L; folglich ift, je nachdem die 
G gröfler, ebenfogrofs, oder kleiner ift, als die L, auch 
die K gröfler, ebenfogrofs, oder. Kleiner, als die N. Auch 
find die G, K von den beyden Ä> E Gleichvielfache, die 
L, N aber , von. den. ;bey den B, v F -andere beliebige Gleich« 
vielfache; folglich verhält (ich (5, 5. Erkl.) die A zu der 
1 B wie die E iu der F. , 

Verlültniffe alfo, die u. f. w. w. 2. c, w. 



12. Saz. 

Lehrjaz. Wenn Gröflen, fo viel ihrer 
feyn mögen, proportionirt find, fo verhält fich 
eins der Vorderglieder zu einem der Hinter- 
glieder wie alle Vorderglieder zufammen zu 
Hintergliedern zufammen. 



Es feyen Gröflen 4 foyiel ihrer feyn mögen A , B , C 
D, EJ, F proportionirt, fo dafs die A au der B- fich ver- 
halte wie die C zu der D, und wie die E zu der F, fo 
behaupte ich, 
dafs die A zu 
der B fich ver- 
halte wie die 

A, C, E zu- 
fammen zu den 

B, 0, F zu. 
fammen. 

Beweis. 
Man nehme 
von den Grö£ 
fen A, €, £ 
die Gleichviel-. 

fachen 
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fachen G, H, K und von den Größen B, D, F andere , 

beliebige Gleichvielfache L, M, N. Da nun die A zu der 
R (ich verhält wie die C zu der D, und die £ zu der F, 
und da man von den Größen A, C, E die GJcjchvieJfachea 
H, K, und von den Größen B , D, F andere beliebige 
GJeichvieifache L, M, N genommen hat, fo ift (5 , 
Erkl.) je nachdem die G größer, ebenfogrofs, oder klei- 
ner ift, als die L, auch die H größer, ebenfogrofs, oder 
kleiner, als die M, und die K größer, ebenfogrofs, oder 
kleiner, als die N. Je nachdem alfo die G größer, eben- 
fogrofs, oder kleiner ift, als die L, fo werden auch die 
G, H, K znfammen größer, ebenfogrofs, oder kleiner 
feyn, als die L, M, N zufammen. Auch find die G und 
die G, H, K zufammen von der A, und den A, C, D zu- 
fanimen Gleichvielfache, weil ($, i. S.> wenn Großen, fo- 
viel ihrer feyn mögen, von ebenfovielcn andern ftück weife 
gleichvielfach find, auch alle erfte zufammen von allen 
leiten zufammen ebenfovielfdch find , als eine der erßen 
von einer der lezten. Aus eben dem Grunde alfo find auch 
die L, und die L, M, N zufammen von der B uod den 
B» D, F zufammen gleichvielfach; folglich verhält fich 
5. Erkl,) die A zu der B wie die A , C , E zufammen zu 
den B, D, F zufammen. 

Wenn demnach Größen, foviel ihrer feyn mögen u 4 
f. w. w. *. e« w. 

* 1 

13. S a z. 

Lehrftiz. Wenn die erfte Groffe zu der 
zweyten lieh verhält, wie die dritte zur vier- 
ten, die. dritte zur vierten aber ein grofferes 
Verhaltnifs hat, als die fünfte zur fechften, 
fo hat auch die erfte zur zweyten ein gröfferes 
Verhaltnifs, als die fünfte zur fechften. '* 

Die erfte Größe A verhalte fich zur zweyten B wie 
die dritte C zur vierten D, die dritte C aher habe zur 
vierten D ein größeres Verhaltnifs, als die fünfte £ zue 
fechften F, fo behaupte ich, dafs auch die erfte A zur 

& a zwye* 

» / 
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. II I 



II 



M A ß N G C D K U E F L 



aweyrcn B ein größeres Vcrhähnifs habe, als die fünfte S 
zur fechftcn F. 

Beweis. Da 
die C zu der D 
ein größeres Ver> 
"bältoifs hat* als 
die E zu der F, 
fo find (5, 7, 
Erklär.) gewif- 
fe Gleichvielfache 
der Größen C, R 
und gewifle ande- 
re Gleichvielfache 
- der Größen. D, F 
fo beschaffen, dafs 
zwar das Vielfa- 
che von C gröf- 

_fer ift, als das Vielfache von D, aber das Vielfache von 
E nicht größer ift» als das Vielfache von F. Man nehme 
diefe Vielfachen» und es feyen von den beyden C, E die 
G» H gleichvielfach» von den beyden D« F aber die K» L 
andere beliebige Gleichvielfache, fo dafs zwar die G gröf- 
fer fey, als die K, die H aber nicht größer fey, als die 
L» auch fey die M von der A ebenfovielfach , als die G 
von der C, und die N von der A ebenfovielfach» als die 
K von der D. 

Da nun A 2u B fich verhält wie C zu D, und man 
von den beyden A» C die Gleichvielfachen M 9 G»^und 
von den beyden B, D andere beliebige Gleichvielfache N» 
K genommen hat, fo ift ($, 5. Erkl.) je nachdem die M 
größer» ebenfogrofs, oder kleiner ift, als die N, auch 
die G größer, ebenfogrofs, oder kleiner, als die K. Aber 
die G ift größer, als die K; folglich ift auch die M gröf- 
fer, als die N. Die H aber ift nicht größer, als die L« 
Auch find die M, H von den beyden A, E gleichvielfacb, 
die N, L aber von den beyden B, F andere beliebige 
Gleichvielfache; folglich hat (5, 7. Erkl.) die A 2u der B 
ein größeres Verhältnifs, als die E zu o*er F. 

Wenn 
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Wenn demnach die erde Gröffc lur xweytfn fleh ver- 
hält, u. f. w. w. z. e. w. 

■ 

14. Saz., 

» * 

Lehrfax. Wenn die erfte Größe eur 
zweyten fich verhält wie die dritte £ur vier- 
ten, fo ift, je nachdem die erfte gröffer, eben- 
fogrofs, oder kleiner, als die dritte, ift, auch 
die zweyte gröffer, ebenfogrofs, oder kleiner, 
als die vierte. 

Die erde Größe A verhalte (ich zur zweyten B wie 
die dritte C zur vierten D , es fey aber die A gröffer, alt 
die C, To behaupte ich, dafs auch die B gröffer, alt die 
D, fcy # 

Beweis. Da die A gröffer ift, als 
die C, und die B eine andere beliebige 
Gröffc, fo hat (5,8. S.) die A iu der 
B ein größeres Verhältnis, als die C 
der B, Aber wie die A zu der B 
fich verhält, fo verhält fich auch die C 
zu der D, folglich hat (5, 13. S.) auch 
die C zu der D ein gröfferes Verhält* 
nifs, als die C zu der B. Von zwey 
jGröffen aber ift (5, 10. S.) diejenige 
die kleinere, zu welcher cinerley Gröf. 
fe ein gröfferes Verhähnifs bat ; folglich ift die D kleiner, 
als die B, und mithin die B gröffer, als die D* Auf 
gleiche Art känn nun gezeigt werden, dafs, Je nachdem 
die A ebenfogrofs, oder kleiner ift, als die C, auch die B 
ebenfogrofs, oder kleiner fey, als die D. 

Wenn demnach dW erfte Gröffc zur zweyten u. C w. 
W. z. c. w. 



* 



A B C D 



15. Saz. 
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15. S a z. 

* f 

Lehrfaz. Die Theile haben das nämliche 
Verhältnifs' zu einander wie ihre Gleich viel- 
fachen. 

Es fey die AB von der C ebenfo vielfach, als die DE 
von der F, fo behaupte ich , dafs die C zu der F fich ver- 
halte wie die A B zu der 1) E. 



B^ 



Dt 



IL 



Beweis, Da die AR 
von der C ebenfovielfach 
ift, als die DE von der F, 
fo find in der DE cbenfo- 
vicle Größen, jede gleich 
der F , als in der A B Gröf- 
ien, jede gleich der C, find. 
Man theile die AB in die 
Größen AG, GH, HB, je- 
de gleich der C, und die DE in die Größen DK,, KL, 
LE, jede gleich der F, fo ift die Menge der Größen AG, 
G H, H B der Menge der Größen D K, K L, L E, gleich. Und 
da fowohl die AG, GH, HB als auch die DK, KL, LE 
einander ftiiekweife gleich find , fo verhält fich (5 , 7. S.) 
die AG zu der DK wie die GH zu der KL und die HB 
zu der LE. Es verhält fich aber auch (5, 12. S.) eins der 
Vorderglieder zu einem der Hinterglieder wie alle Vorder- 
giieder zufammen zu allen* Hintergliedern zufammen; folg- 
lich verhält fich die AG zu der DK wie die AB zu der 
D £. Aber die A G ift der C , und die D K der F gleich ; 
folglich verhält fich die C zu der F wie die AB zu 
der DE. 

Demnach haben die Theile u. f. w. W. z» c. w. 

r 

16. Sa z. 

- 

Lehrfaz. Wenn vier Gr offen proportio- 
nirt find, fo find lie auch verwechfelt propor- 
tionirt. 

Es feyen die vier Größen A, B, C , D proportionirf, 
"und es verhalte fich die A zu der B wie die C zu der D, 

fo 
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fo behaupte ich, daf» fie auch vxpweehfelt proportionirt 
feyen, dafs nämlich die A zu der'C fich verhalte wie dif 
B zu der D. ' ^ — 

w 




das nämliche Verhältnifs zu 
einander haben, wie ihre 



iß, als die F von der B, 
aber (5, 15. S.) die Theilc 




Gleichviclfachen , fo ver- E A B F C G D H 
hält fich die A zti der B % . * : ' 

wie die E zu der F. Aber wie (ich die A zu der B ver« 



hält, fo verhält fich die C zu der D; folglich' verhält ficht 
auch (5, 11. S.) die C zu der D wie die E zu der F* 
Ferner da die G, H von den beyden C, D gleichvrelrach. 
find , fo verhält fich die C zu der D wie die G zu der ttl 
Aber wie fich die C zu der D verhält, fo verhält fich die 
E zu der F; folglich verhält fich auch (5, 11. S.) die & 
zu der F wie die G zu der H. Wenn aber vier Größen 
proportionirt find, fo ift 14« S.) je nachdem die erfte 
größer, ebenfogrofs, oder kleiner ift, ah die drittey auch 
die zweyte gröffer, ebenfogrofs, oder kleiner, als die vier« 
te. Je nachdem alfo die E gröfler, ebenfogrofs, oder kiel» 
ner ift, als die G, fo ift auch die F gröfFer, ebenfogrofs, 
oder kleiner, als die H. Auch find die E, F von den 
beyden A, B gleichvieffach , die G , H aber von den bey- 
den C, D andere beliebige Gleichvielfache; folglich ver- 
hält fich (5, 5. Erkl.) die* A zu der C wie die B zu der D. 

* * * - 

Wenn demnach vier Größen proportionirt find u. C 
w, w. z. c. w. 



17. Saz. 
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17. iJöi. 



0 



N 



Lehrfaz. Wenn Gröffen verbunden pro» 
portionirt find,, fo find fie auch getrennt pro- 
pprtionirt. > 

Es feyen die verbundenen GröfTen AB, BE, CD, 
DP proportionirt , und es verhalte lieh AB zu BE wie 
CD zu DF, fo behaupte ich, dafs ße auch getrennt pro* 
portionirt feyen y dafs nämlich die AE zu der EB fich ver* 
halte wie die CF zu der F D. 

Beweis* Man nehme von T P 

den Größen AE, EB, CF, FD 
die Gleichvielfachen GH, HK, 
LM, MN, von den Gröflen 
EJJ, FD aber andere beliebige 
Gleichvielfache KO, NP« Da 
nun die GH von der AE eben- 
fovielfach ift, als die HR von 
der EB, fo ift (5, 1. S.) die 
G H von der A E ebcnfoviel- 
- fach , als die G K von der A B« 
Es ift aber die GH von der 
AE ebenfovielfach, als die LM 
von der CF; folglich ift auch 
die GR; von, der AB ebenfo- 
yicjftjcfi, als, .die JLM von der 
C F; Ferner da die L M von 
der C F ebenfovielfach ift, als 
die MN von der FD, fo ift 
auch die L M von der C F eben» 
fovielfach , als die L N von der 

CD f Es war aber die LM von der CF ebenfovielfach, 
alt; die GK ?qn der AB; folglich ift auch die GK von 
der AB ebenfovielfach, als die LN von der CD, und 
mithin find <Jie G K ,; L N von den AB, CD gleichvielfach. 
Ferner da die HK von der EB eben foviei fach ift, als die 
MN von der FD, aber auch di* KO von der EB eben- 
Tovielfaca ift, als die NP von der FD, fo ift (5, z« S ) 
• V • 1 auch 



eI 



F • 
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auch verbunden die HO von der EB ebcnfo vielfach, ab 
die M P von der FD, Da aber die AB zu der BE ficb 
verbale wie die CD tu der DF, und man von den bey- 
den AB, CD die Gleichvielfachen GK, LN, von den bey- " 
dcnEB, FD aber andere beliebige Gleichvielfache HO, 
XfrP genommen hat, fo iß (5, $. Erkl.) je nachdem die 
GK gröfler, ebenfogrofs, oder kleiner ift, als die HO, 
auch dieLN gröfler» ebenfogrofs , oder kleiner, als die 
MP. Es fey nun die GK gröfler, als die HO, und man 
nehme von beyden die gemeinfchaftliche HK weg, fo ift 
die GH gröfler; als die KO. Wenn aber die GK gröf- 
fer ift, als die HO, fo ift auch die LN gröfler, als |die 
MP; folglich ift die LN gröfler, als die MP, und wen* 
man von beyden die gemeinfchaftliche MN wegnimmt,* fo 
ift auch die LM gröfler, als die NP. Wenn alfo die 
GH gröfler ift, als die KO, fo ift auch die LM gröfler, 
als die N P. Auf gleiche Art kann nun gezeigt werden» 
dafs, je nachdem die GH ebenfogrofs, oder kleiner ift, 
als die K O , auch die L M ebenfogrofs , oder kleiner fey, 
als die NP, Es find aber die GH, LM von den beyden 
AE, CF gleichvieifach , die KO, NP -aber von den bey- 
den EB, FD andere beliebige Gleich vielfache ; folglich ver- 
hält fleh (5, 5- Erkl.) die AE au der EB wie die CF 
tu der FD. 

1 

- v * 

Wenn demnach Gröflen verbunden proportionirt find 
u. f # w« w. *. e. w. : *' 

■ 

18. Saz. 

Lehrfaz. Wenn Gröffen getrennt propor- 
tionirt find, fo find iie auch verbunden pro- 
portionirt. 

* *• 

Es feyen die getrennten Gröflen AE, EB, CF, FD 
proportionirt, und es verhalte fleh die AE au der £ 8 
wie die C F zu der FD, fo behaupte ich, dafs de auch 
verbunden proportionirt feyen, dafs nämlich die AB au 
der BE Och verhalte wie die CD zu der FD. . 

Bf- 
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Beweis. Verhielte lieh nicht die A B D 
SU der B E wie die CD zu der FD, fo 
verhielte (ich die AB zu der BE wie q , B 
die CO zu einer kleinem oder gröfiern p 
Größe, als die FD iß. Es fey erßlich 
das vierte Glied diefer Proportion eine 
kleinere Grote, als die FD, nämlich 
die DG. Da nun • die AB 211 der B E q 
fich verhält wie die CD 2u der DG, fo 
find diefe Gröflen verbunden proportionirt; folglich find 
lie (5, 17. S«) auch getrennt proportionirt, und es verhalt 
fich alfo die AE zu der EB wie die CG zu der GD. 
Nach der Vorausfezung aber verhält (ich auch die AE zu 
der EB wie die CF zu der FD; folglich verhält fich auch 
(5, 11. S.) die CG zu der GD wie die CF zu der FD. 
Aber die erße CG ift größer, als die dritte CF; folglich 
Ht (? , 14. S.) auch die zweyte GD größer, als die vier-' 
te FD» Sie iß aber auch kleiner, welches unmöglich iß; 
folglich verhält ßch nicht die AB zu der B£ wie die CD 
zu einer <5röfle, die Weimer wäre, als die FD, Eben fo 
kann aber gezeigt werden* dafs das vierte Glied diefer 
Proportion auch nicht größer feyn könne* als die FD, 
folglich mufs es die F D fdbß feyn. 

1 Wenn demnach Gröflen verbunden proportionirt find 
a. f. w. w. z. e* w. 

19. 8 a z. 

Lehrfaz. Werjn eine Gröffe lieh tu einer 
Ändern verhält, wie ein Stück der erften zu 
einem Stücke der andern, fo verhält fich auch 
der Reft der erften zum Refte der andern wie 
die erfte zur andern. 

Es verhalte fich die Größe AB tu der Größe C D wie 
das Stück Str erßen AE zu dem Stücke der andern CF» 
fo behaupte ich, dafs auch der Reft der erßen EB zum 

Reftc 
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Refte der andern FD fich verhalte wie die erfle AB 2« 
der andern CD. 

Beweis. Da die AB zu der CD fich & V 

verhält wie die AE zu der CF, fo ver- & + 
hält (ich (5 , 17. S.) auch verwechfelt die 
BA zu der AE wie die D C zu der CF. 
Und da diefe Größen verbunden propor- 
tionirt find, fo find fie ($, 17. S.) auch 
getrennt proportionirt, und es verhält fich JT, 
alfo die BE zu der EA wie die DF zu 
der FC, und wiederum verwecbfelt die 
BE zu dcr.DJF wie die E A zu der FC. 
Aber wie die AE zu der CF fich verhält* fo verhält fich, 
nach der Vorausfezung , die AB zu der CD. Folglich ver- 
hält fich auch (5t 11. S.) der Reft EB zu dem Reite FD 
wie die gauze A B zu der ganzen C D* 



AI 



Wenn demnach eine Größe Zu einer andern fich ver- 
hält u. 1. w. W. z. e. w. 

Zufaz. Da gezeigt worden ift, dafs, wenn die AB 
zu der CD fich verhält, wie die AE zu der CF, auch 
die A B zu der C D fich verhalte , wie die E B zu der F D, 
fo verhält fich auch ($ , 16. St) verwecbfelt die AB zi^ 
der EB wie die CD zu der FD, und (5, 17. S.) ge- 
lrennt die AE zu der.BE wie die CF zu der FD, ,uod\ 
(5, 4. Zuf.) umgekehrt die BE zu der AE wie die FD 
zu der CF, und^ (5 , 18. S.) verbunden die" AB zu der 
^E wie die CD zu der CF. Dies ift aber (5, 17. 
Erkl.) zurückkehrend. Wenn demnach verbundene Gref- 
fen proportionirt find, fo find fie aitfh zurückkehrend 
proportionirt. 

* 

' m * 1 20. S a z. 

Lehrfaz. Wenn drey Gröffen mit eben 
fo vielen andern, je zwey mit je zweyen, ei* 
nerley Verhältnifs haben, fo iftj, je nachdem 

die 
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die erfte gröfler, ebenfogrofs, oder klei- 
ner ift , als die dritte , auch die vierte 
cröffer, ebenfogrofs, oder kleiner, als dio 
techfte. ' 

Es haben die drey Gröffen A, B, C zu eben fo vie- 
len andern D , E , F , je z wey, zu je «Weyen, einerley Ver- 
haltnifs, fo daft nämlich die A zu der ß /ich verhalte wie 
die D zu der E, und die B zu der C wie die E zu der 
F, es fey aber die A größer, als die C, fo behaupte ich» 
dafs auch die Ö gröfler fey, als die F. Wäre aber die A 
ebenfogrofs, oder kleiner, als die C» fo behaupte ich» 
dafs alsdann auch die D ebenfogrofs, oder kleiner fey, 
als die F. 

Beweis. Da die A gröf- 
fer ift, als die C, die B aber 
eine andere beliebige Gröffe, 
und da (5» 8* S.) von zwey 
ungleichen Größen die größere 
zu einerley Größe ein größe- 
res [Verhaltnifs hat, als die 
kleinere,, fo hat die A zu der 
B ein größeres Verhaltnifs, als 
die C zu der B, Aber wie die 
A zu der B (ich verhalt , fo ^ 
verhält fleh auch die D zu der A ß 
E, und umgekehrt die C zu 

der B wie die F zu der E ; folglich hat auch die O zu 
der E ein größeres Verhaltnifs , als die F zu der E« Von 
Größen aber, die zu einerley Gröffe ein Verhaltnifs haben» 
ift (5, 10. Erkl.) diejenige die gröffere, welche das gröffe- 
re Verhaltnifs hat, folglich ift die D größer, als die. F. 
Auf gleiche Art kann nun gezeigt werden, dafs, je nach- 
dem die A ebenfogrofs, oder kleiner ift, als die C, auch 
die D ebenfogrofs, oder kleiner fey, als die F. 

Wenn demnach drey Gröffen zu eben fo vielen an- 
dern u, £ w, w. 2, e, w» 

21. <Saz. 
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31. Saz. 



Lehrfaz* Wenn drey Gröffen zu 
vielen andern, je zwey zu je zweyen , einer- 
ley Verhältnifs haben, aber fo, dafs lie in 
zerßreuter Proportion ftehen, fo ift, je nach- 
dem die erfte gröffer, ebenfogrofs, oder klei- 
ner ift, als die dritte, auch die vierte gröffer/ 
ebenfogrofs, oder kleiner, als die fechite. 

Es haben die drey GröflTen A, B, C zu eben fo vie- 
len andern D, E, F, je zwey zu je zweyen, einerley Ver- 
hältnifs, abcV fo, dafs fle in zerßreuter Proportion flehen» 
dafs nämlich die A zu der B fich verhalte wie die E zu 
der F, und die B zu der C wie die O zu der E> fey* 
aber die A gröffer, als die C, fo behaupte ich, dafs auch 
die D gröfler, als die F, fey. Wäre aber die A ebenfo- 
grofs, oder kleiner, als die C, fo behaupte ich, dafs auch 
die D ebenfogrofs, oder kleiner, als die F, fey. 

Beweis. Da die A ^ 
gröffer, als die C, die 
B aber eine andere Gröf- 
fe ift, fo hat (5, 8. S.^ 
die, A zu der B ein gröf- 
feres Verhältnifs, als die 

■ 

C zu der B. Aber wie 

1 

die A, zu der B fich ver- 
hält, fo verhält (ich die 
E zu der F, und ttmge* 
kehrt die C zu der B wie 

die E zu der D ; folglich A ß C D E t 
hat auch die E zu der F 

ein größeres Verhältnifs, als die E zu der D. Von zwey 
Großen aber ift (5, 10. ErkL) diejenige die kleinere, zu 
Welcher einerley Gröfle ein größeres Verhältnifs hat 5 folg- 
lieh ift die F kleiner, als die D, und mithin die D gröf- 
fer, als die F» Auf gleiche Art kann nun gezeigt werden, 

dafs, 



'58 



Euklids Elemente. 



dafs, je nachdem die A, ebenfogrofs, oder kleiner ift, als 
die C, auch die D ebenfogrofs» oder Meiner fej» als 
die F« 4 ' 

Wenn demnach drey Gräften zu eben fo vielen an- 
dern u. f. w. w. z. e. w. 



22. S a z. 



Lehrßtz. Wenn Größen, fo viel ihrer 
feyn mögen, mit eben fo vielen andern, je 
zwey mit je zweyen proportionirt find, fo find 
fie auch gleichförmig proportionirt. 

Es feyen Größen , fo viel ihrer feyn mögen , A , B , C» 
mit eben fo vielen andern D, E, F, je zwey mit je 
zweyen, proportionirt, fo dafs die X. zu der B lieh ver- 
halte wie die D zu der £, und die B zu der C wie die E 
zu der F, fo behaupte ich» dafs fle auch gleichförmig pro- 
portionirt feyen, 
dafs nämlich die 
A zu der C fich 
verhalte wie die 
D zu der F. 

• 

Beweis. Man 
nehme von den 
beyden A, D die 
Gleichvielfachen 
G, H von den 
beyden B, E an- 
dere beliebige 
Gleich vielfache K, 
L, und von den 
beyden C, F wie- 
derum andere be- 
liebige Gleichviel- 
fache M, N. Da L 

nun die A zu der G K M A ü C 
B fich verhält wie 
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die D iu der E» und man von den beiden A,' D die 
Gleich vielfac heu G, H, und von den beyden B, E andere 
beliebige Gleichvrclfache K> L genommen hat, fo verbale 
fich ($ , 4. S.) die Q zu der K wie die H zu der L 9 und 
aus eben dem Grunde auch die K zu der M wie die L zu 
der N. Da nun hier die drey Größen G, K, M mit ebea 
fo vielen andern H, L, N, je zwey mit je zweyen , pro* 
portionirt find , fo irr (5 , 20. S.) gleichförmig je nach* 
deni die G größer,, ebeufogrofs, oder kleiner ift, als die 
M auch die H größer , ebenfogrofs, oder kleiner, als die 
N. Auch find die G, H von den beyden A, D Gleich- ^ 
vielfache, die M, N t aber von den beyden C, F andere 
beliebige Gleichvielfache. . Folglich verhält fich ($ , 5. Erkl.) 
die A zu der C wie die D zu der F. 

Wenn demnach Größen fo viel ihrer feyn mögen, u v 
£ w. w. z. e, w« 

1 

23. Setz. 

Lehrfaz* Wenn drey Gr offen mit efoen- 
fovielen andern, je zwey mit je zweyen, pro- 
portionirt find, aber fo, dafs fie in zerßreuter 
Proportion ftehen, fo find fie auch gleichför- 
mig proportionirt. 1 

Ea feyen drey Größen A , B , C , mit ebcnfovielcn an- 
dern D, E, F, je zwey mit je zweyen, proportionirt, 
aber fo, dafs fie in zerßreuter Proportion ftehen, dafs 
nämlich die A zu der B fich verhalte, wie die E zu der 
F, uad die B zu der C wie die D zu der E, fo behaup- 
te ich, dafs auch die A zu der C fich verhalte wie die 
D zu der F. 

Beweis. Man nehme von den Größen A, B, D, die 
CleichvicHachen G, H, K, von den Größen C M E, F aber 
andere beliebige Gleichvielfache L, M, N. Da nun die 
6, H von den beyden A, B Gleich vielfache find, die 
Thcile aber (5, 15. S.) fich eben fo verhalten wie ihre 
Gleichvielfachen, fo verhalt fich die A zu der B wie die 

G 

-• 

1 
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G zu der H, und 
aus gleichem 
Grunde die E zu 
der F wie die 
su der N. Auch 
verhält (ich die A 
zu der B wie die 
E zu der F5 folg- 
lich verhält fich' 
auch (<, ir. S.) 
die G zu der H 
wie die M zu der 
N. Da nun auch 
die B zu der C 
fich verhält wie 
die D zu der E, 
und man von den 
beyden B, D die 

Gleich vielfachen H, K, von den beyden C» C aber andere 
beliebige Gleichvielfache die L, M genommen hat,.fo ver- 
hält fich (5, 15. S.) die H zu der L wie die K zu der M. 
Es ift aber gezeigt worden» dafs die G zu der H fich ver- 
halte, wie die M zu der N. Da nun drey Größen G, H, 
L mit ebenfovielen andern K 9 M, N, je zwey mit je 
zweyen, proportionirt find, und ihre Proportion ztrßreut 
ift, fo ift (5» 21. S.) gleichförmig je nachdem die G gröf- 
fer, ebenfogrofs, oder kleiner ift» alt die L, auch die K 
größer, ebenfogrofs, oder kleiner, als die N« Es find aber 
die G, R von den beyden A, D, die L, N aber von der» 
beyden C, F Glcichviclfache ; folglich verhält fich (5, $♦ 
Erkl.) di A zu der C wie die D zu der F. - 

Wenn demnach drey Gröffen mit ebenfovielen andern 
u. £ w» w. z. •• Vf. 

24. Saz. 

Lehrfaz* Wenn die erfte Gröffe zur zwey- 
ten fich verhält, wie die dritte zur vierten, 
aber auch die fünfte zur zweyten wie die 

fechfte 
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fechfte zur vierten , lo verhält fich auch ver- 
bunden die erfte und fünfte zur zweyten, wie 
die dritte und fechfte zur vierten. 

Es verhalte fich die erfte Gröffe AB zur zweytcn <? 
wie die dritte DE zur vierten F» aber auch die fünfte 
BG zur zweytcn C wie die fechfte EH zur vierten F, fo 
behaupte ich, dafs auch verbunden die erfte und fünfte 
A G zur zweytcn C fich verhalte wie die dritte und fechs^ 
tc OH zur vierten F. ■< 

Beweis. Da die BG xu der H V 

C (ich verhalt wie die EH zu der 
F, fo verhält fich auch umgekehrt 
(5, 4. Zuf.) die C zu der BG 
wie die F zu der EH. Und da 
die AB zu der C fich verhält wie 
die DE zu der F, und die C zu 
der BG wie die F zu der EH, fo 
verhält fich (5, 22. S.) auch gleich- 
förmig die AB zu der BG wie 
die D E zu der E H* Da aber hier 
genennte Gröffen proportionirt 
find, fo find fic (5, 18. S.) auch 
verbunden proportionirt; es ver- 
hält fich alfo die A G zu der GB 
wie die D H zu der HE Es ver- 
hält fich aber auch die GB zn der 

C wie die E H zu der F; folglich verhält fich (5, 21. S.) 
•uch gleichförmig die A G zu der C wie die D H zu der F. 

Wenn demnach die erfte GrölTe zur zweyten fich ver- 
hält u. f. w. w. z. e. w. 



v 

25. Saz. 

A 

Lehrfaz. Wenn vier - Gröffen proportio- 
nirt find, fo ift' die gröfste und die kleinlte 
von ihnen gröffer, als die beyden übrigen. 

L Es 
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Et feyen die vier Größen AB» CD, E, F proportio- 
nal, fo dafl die AB zu der CD lieh verhalte wie die E 
zu der F, und es fey die AB die größte von ihnen, die 
F aber die kleinfte, fo behaupte ich, dafs die AB, F gröf- 
fer fcyen, als die CD, E. 

Beweis. Man mache der E B' 
die AG, der F aber die CH 
gleich. Da nun die AB .su der ^ 
C D fich verhält wie die E zu der 
F, die AG aber der E, und die 
CH der F gleich ift, fo verhält 
fich auch die AB zu der CD wie 
die AG *u der CH. Da aber 
die ganze AB zu der ganzen CD 
fich verhält wie das Stück AG zu 
au dem Stucke CH fo verhalt 
fich (5, 19. SJ auch der Rcft 
GB zu dem Rette HD wie die 
ganze AB zu der ganzen CD. 4 
Nach der Vorausfezung aber ift 

die AB gröflfer, als die CD, folglich ift auch die GB 
größer, als die HD. Da aber die AG der E, und die 
CH der F gleich ift, fo find die beyden AG, F den bey- 
den CH» E gleich. Wenn man aber zu ungleichen Grif- 
fen gleiches hinzufezt, fo find die Ganzen ungleich. Da 
nun die GB, HD ungleich find, und die GB die größere 
ift, fo find, wenn man [zu der GB die AG,F, zu der HD 
aber die CH, E hinzufezt, die beyden AB, F größer, als 
die beyden CD, E. 

Wcnu demnach vier Größen ' proportionirt find , u. C 
w. w. z, c. w* 
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Erklärungen. 

X. ^4 ehnliche geradlinige Figuren find, in 

welchen alle Winkel einander ftückweiCe 
gleich, und die um die gleichen Winkel 
liegenden Seiten proportionirt find. N 

2. Umgehehrt find Figuren (in Anfehung des 

Verhältniffes ihrer Seiten), wenn in bey- 
den Vorderglieder und Hinterglieder der 
Verhältniffe find. 

3. Eine gerade Linie heifst nach äußerem und 

mittlerem Verhaltnijfe getheilt, wenn die 
ganze fich zum gröiTern Abfchuitte, wie 
' der größere Abfchnitt zum kleinern , ver- 
hält. , * " 

4. Die Hohe einer Figur ift ein Loth, das 

von der Spize deri'elben nach der Grund- 
linie gefällt wird. 

5. Ein Verhältnifs heifst aus andern zufam- 

mengejezt, wenn die Gröff^n der Verhält- 

L 2 niffe 
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niffe durch einander vervielfältiget ein 
Verhältnis ausmachen. 



I. S a z. 

* 

Lehrfaz. Dreyecke nnd Parallelogramme, 
welche einerley Höhe haben, verhalten fich 
wie ihre Grundlinien, 

Es feyen die Dreyecke ABC, ACD, und die Paralle- 
logramme EC, CF, welche einerley Höhe hahcn, nämlich 
das Loth, das von dem Punkte A nach BD gefällt wird, fo 
behaupte ich, dafs die Grundlinie BC zu der CD fich ver- 
halte wie das Dreyeck ABC zu dem Dreyecke A B D und 
das Parallelogramm EC zu dem Parallelogramme C F. 

Beweis. Man verlängere E A F 

die B D auf beyden Seiten nach 
den Punkten H, L, und mache 
der Grundlinie BC, die BG, 
G H , fo viel man will , gleich, 
der Grundlinie DC aber mache 
man wiederum Linien, fo viel 
man will, wie die DK, KL 
gleich, und ziehe die AG, AH, 
AK, AL. 

X 

Da nun die CB, BG, GH, einander gleich find, fo 
find (i, 38- S.) die Dreyecke AGH, AGB, ABC, einan- 
der gleich; wievielfach alfo die GrniVdlinie H C von der 
Grundlinie BC iß, ebenfovielfach ift das Dreyrck AHC 
von dem Dreyecke ABC. Aus gleichem Grunde ift das Drey- 
eck ALC von dem Dreyecke ACD ebenfovielfach, als die 
Grundlinie LC von der Grundlinie CD, und (i , 3$. S.) 
ift, je nachdem die Grundlinie HC cbenfogrofs, oder gröf- 
fer, oder kleiner ift, als die Grundlinie CL, auch das 
Dreyeck AHC ebenfogrofs , oder größer, oder kleiner, als 
das Dreyeck ALC. Es find alfo hier von den vier GrölTen 
nämlich den xwey Grundlinien BC, BD, und den zu ey 

Drey- 




Digmze 



ed by Google 



Sechßtes Buch. 16$ 

Dreyecken \BC 9 ACD Gleichvielfache genommen worden, 
Dämlich von der Grundlinie BC und dem Dreyecke ABC 
die Grundlininie HC und das Dreyeck AHC, von der 
Grundliuie CD und dem Dreyecke ACD aber andere be- 
liebige Gleicliviclfache , nämlich die Grundlinie CL und daf 
Dreyeck ACL, und es ift gezeigt worden, dafs je nach* 
dem die Grundlinie HC größer, ebenofogrcfs , oder klei- 
ner ift, als die Grundlinie CL, auch das Dreyeck AHC 
größer , ebenfogrofs , oder kleiner fey, als das Dreyeck 
ALC; folglich verhält ßch (*, 5* Erkl.) die Grundlinie 
BC zu der Grundlinie CD wie das Dreyeck ABC zu dem 
Dreyecke ABD. 

Und da (1, 41. S.) das Parallelogramm EC das Dop« 
pelte von dem Dreyecke ABC, und das Parallelogramm 
FC das Doppelte von dem Dreyecke ACD iß, aber (5» 
14. S.) die Thcile ßch zu einander verhalten wie ihre 
Gleichvielfachen, fo verhält ßch das Parallelogramm EC 
zu dem Parallelogramme FC wie das Dreyeck ABC zu 
dem Dreyecke ACD. Da nun gezeigt worden iß, dafs das 
Dreyeck ABC zum Deeyecke ACD ßch verhalte wie die 
Grundlinie BC zur Grundlinie CD, und dafs das Paralle- 
logramm EC zum Parallelogramme FC ßch verhalte wie 
das Dreyeck ABC zum Dreyecke ACD, fo verhält ßch 
(5, ix* S.) auch das Parallelogramm EC zum Parallelo- 
gramme FC wie die Grundlinie BC zur Grundlinie CD» 

Demnach verhalten ßch Dreyecke und Parallelogram- 
me u t Cw. w, z. c. w. 

2* S a s. 

Lehrfaz. Wenn mit einer der Seiten ei- 
nes Dreyecks eine gerade Linie parallel gezo- 
gen wird, fo fchneidet fie die übrigen Seiten 
des Dreyecks proportionirt; und wenn die 
Seiten eines Dreyecks proportionirt gefchnit- 
ten werden, fo ift die gerade Linie, welche 
die Durchfchuitte verbindet, der übrigen. Seite 

des Dreyecks parallel. , 

Man 

■■ 
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Man ziehe mit einer Seite BC des Dreyecks ABC die 
DE parallel, fo behaupte ich» dafs die CE zu der EA 

fich verhalte, wie die B D zu der DA. 

■ 

Beweis. Man ziehe die B E und A 
CD. Nun ift (i, }7. S.) das Dreyeck 
BDE dem Dreyecke CDE gleich, denn 
fie find auf einerley Grundlinie DE 
und in einerley Parallelen DE, B C. 
E* ift aber ADE ein anderes Dreycck, 
und (5 , 7. S ) haben gleiche Gröffen 
zu einer Gr'öfle einerley Verhältnis, 
folglich verhält (ich das Dreyeck CDE 
»um Dreyecke ADE wie das Dreyeck BDE znm Dreyecke 
ADE« Aber wie das Dreyeck BDE Och zum Dreyecke 
ADE verhält, fo verhält (ich die BD zu der DA, denn 
da fie einerley Höhe haben, nämlich das Loth von dein 
Punkte E nach der AB, fo verhalten fie fich (6, 1. S.) 
wie ihre Grundlinien» Aus eben dem Grunde verhält fich 
auch die CE zu der EA wie das Dreyeck CDE zu dem 
Dreyecke ADE; folglich verhält fich (5, 11. die BD 
zu der D A wie die C E zu der E A. 

» 

Es feyen nun die Seiten AB, AC des Dreyecks ABC 
in den Punkten D, E proportionirt gefchnitten, fo dafi 
die BD zu der DA fich verhalte wie die CE zu der EA, 
und man ziehe die DE, fo behaupteich, dafs die DE der 
BC parallel fey. 

Da, nach der vorigen Confiruction, die CE zu der 
EA fich verhält, wie die BD zu der DA, aber (et, 1. S.) 
das Dreyeck BDE zum Dreyecke ADE wie die B D zu 
der DA, und das Dreyeck CDE zum Dreyecke ADE 
Wie die CE zu der EA? fo verhält fich (f, n. S.) das 
Dreyeck CDE zum Dreyecke A D E wie das Dreyeck BDE 
»um Dreyecke ADE, Beyde Dreyecke BDE, CDE ha- 
ben alio zum Dreyecke ADE einerley Verhältnifs; folg- 
lich ift (5, 9. S # ) das Dreyeck BDE dem Dreyecke CDE 
gleich; auch find fie auf einerley Grundlinie DE. Gleich* 

Drey- 
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■ 

Dreyeeke aber auf einerley Grundlinie find f i , 33. S^> 
auch hi einerky Parallelen; folglich ift die DE der BC 
parallel. 

Wenn demnach mit einer der Seiten des Dxeyechi m 
f. w. w. tu e. w* 

* * / 

t 

Saz. 

Lehrfaz* Wenn ein "Winke! eines Drey» 
ecks halbirt wird, und die den Winkel halbi- 
rende Linie auch die Grundlinie fchneidet, fo 
find die Abfchnitte der Grundlinie den übri- 
gen Seiten fies Dreyecks proportionirt; und 
wenn die ^bfchnitte der Grundlinie den übri- 
gen Seirea des Dreyecks proportionirt find, 
fo halbirt die gerade Linie, welche von der 
Spize nach dem Durchfchnitte gezogen wird, 
den gegenüberliegenden Winkel des Dreyecks. 

Es fcy das Dreycck ABC, und deflen Winkel HAC 
werde von der geraden Linie AD halbirt, fo behaupte 
ich, dafs die ED zu der DC fich verhalte, wie die BA 
Zu der AC. 

Beweis. Man ziehe (t* E 
31. S.) durch den Punkt C 
mit der DA die CE paral- 
lel, verlängere hierauf die 
BA, bis (ie mit der CE in 
dem Punkte E zufainmen- 
trifft. 

Da nun die Parallelen 
AD, EC von der Linie B D C 

AC gefchnitten werden, fo ^ l 

ift (1, 29. S.) der Winkel ACE dem Winkel CAD 
gleich. Aber nach der Vorausfeiunng ift der Winkel CAD 
dem Winkel BAD {gleich ; folglich ift auch der Winkel 
BAD dem Winkel ACE gleich» Ferner da die Parallelen 
AD, EC von der Linie BAE gefchnitten werden, fo ift 

(f. 
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(I , ao. S.) der auflere Win- 
kcl BAD dem innern A E C 
gleich« Es ift aber gezeigt 
worden» dafs der Winkel 
ACE dem Winkel BAD 



E 



der Winkel ACE dem Win- 
kel AEC, und daher (i f 



gleich fey ; folglich ift auch 



6. $.) die Seite A E der ß 




D 



C 



Seite AC gleich. Und da 
mit der Seite E C des Drey- 

ecks BCE die AD parallel gezogen worden, fo verhält 
ßcb (6t a. S. dieBA zu der AE wie die BD zu der DC. 
Es ift aber der AE die AC gleich; folglich verhält Och 
(5t 7* die BA zu der AC wie die BD zu der DC. 

* , * 

Es verhalte (ich aber nun die BA zu der AC wie die 
BD zu der DCj und man ziehe die AD, fo behaupte 
ich, dafs der ^Winkel BAC von der Linie AD halbirt 

■ 

tv erde. 



Denn da, nach der vorigen Conftruction, die BA zu 
der AC (ich verhält wie die BD zu der DC, aber (<5, 3. 
S.) die BA zu der AE wie die BD zu der DC, denn es 
ift mit der Seite EC des Dreyecks BCE die AD parallel 
gezogen worden, fo verhält fich die BA zu der AE wie 
die BA zu der AC; folglich ift (s, 9. S) die AC der 
AE und daher (1,5. S.) der Winkel AEC dem Winkel 
AfcE gleich. Aber (1, 20. S.) ift der Winkel AEC dem 
äußeren Winkel BAD, der Winkel ACE aber dem Wech- 
fel Winkel CAD gleich; folglich ift auch der Winkel BAD 
dem CAD gleich, und mithin der Winkel BAC von der 
Linie AD halbirt/ 



Wenn demnach ein Winkel eines Dreyecks halbirt 



wird u, f, w # w* z. e. w. 



4. Saz. 
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4. Saz. 

Lehrfaz* In gleichwinkeligen Dreyecken 
find die Seiten, welche um die gleichen Win- 
kel liegen, pröportionirt, und die Seiten, 
welche gleichen Winkeln gegenüberliegen, ho- 
molog. 

Es fcyen die Dreyecke ABC, DCE gleichwinkelig 
fo dafs der Winkel ABC dem DCE, der Winkel ACB 
dem DEC, und daher auch der Winkel BAC dem CDE 
gleich fey, fo behaupte ich, dafs in den gleichwinkeligen 
Dreyecken ABC, DCE die Seiten, welche um die gleichen 
Winkel liegen, pröportionirt, und die Seiten, welche glei-' 
chen Winkeiii gegenüberliegen, homolog feyen. 

Beweis. Man bringe F 
die B C mit der C E in «- 
ne gerade Linie. Da nun 
(1, 17. S.) die Winkel 
ABC, ACB kleiner, als 
2 wey rechte, find, der Wiu- 
kel ACB aber dem Winkel 
DEC gleich ift, To find 
auch die Winkel ABC, 
DEC kleiner, als zwey rechte, folglich treffen (it. Grundf.) 
die BA, ED verlängert zufamnien. Man verlängere fic, 
und fie treffen in dein Punkte F zufammen. Da nun der 
Winkel DCE dem Winkel ABC gleich ift, fo ift (i , ig. 
S.) die BE der CD parallel. Ferner da der Winkel ACB 
dem Winkel DEC gleich ift, fo ift die AC der FE par- 
allel. Demnach ift FACD ein Parallelogramm, und da- 
her (1, 34. S.) die FA der CD, die AC aber der FD 
gleich. Und da mit der Seite FE des Dreyccks FBE die 
AC parallel gezogen worden, fo verhält fich (6, 2. S.) 
die B C zu der C E , wie die B A zu der A F« Es ift aber 
die AF der CD gleich; folglich verhält fich auch (5, 7. 
S.) die BC zu der CE wie die BA zu der CD, und (5, 
16*. S«) vnwechfeh die AB zu der BC wie die DC zu 

der 
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der CE. Eerjier weil die 
CD der BF parallel ift, fo 
verhält fieb die BC zu der 
CE wie die FD zu der 
DE. Aber die DF ift der 
AC gleich; folglich verhalt 
fich auch die BC zu der 
CE wie die AC zu der 
DE, und vtrwecbfeh die 

BC zu der CA wie die CE zu der ED. Da nun gezeigt 
worden ift, dafs die AB zu der BC fich verhalte, wie 
die DC zu der CE, die BC aber zu der CA wie die CE 
zu der ED; fo verhält ßch auch (5, 13. S.) gleichförmig 
die B A zu der A C wie die C D zu der D E. 

Demnach find in gleichwinkeligen Dreyecken die Sei- 
ten u. f« w. w. zw c. Wo 



5. S a z* 

Lehrfaz. Wenn zwey Dreyecke propor- 
tionirte Seiten haben, fo find die Dreyecke 
gleichwinkelig, und die Winkel welchen ho- 
mologe Seiten gegenüberliegen, find in bey- 
den einander gleich. 

Es feyen die zwey Dreyecke ABC, DEF, welche 
proportionirtc Seiten haben, fo, dafs die AB zu der BC 
fich verhalte , wie D E zu der E F , die B C aber zu der 
CA wie die EF zu FD, und die BA zu der AC wie die 
ED zu der DF, fo behaupte ich, dafs das Dreyeck ABC 
dem Dreyecke DEF gleichwinkelig fey, und dafs in beyJen 
die Winkel» welchen homologe Seiten gegenüberliegen, 
einander gleich feyen, nämlich der Winkel ABC dem Win- 
kel DEF, der Winkel BCA dem Wiukel EFD, und der 
Winkel B AC dem Winkel ED F. 

Beweis* Man feze (1, 13, S.) an die Punkte E, P 
der Linie EF, den Winkel FEG, der dem Winkel ABC, 
und den Winkel EFG, der dem Winkel BCA gleich fey, 

fo 
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fo ift (i 9 32, $♦) auch der 
übrige Winkel BAC dem 
übrigen Winkel EGF gleich ; 
folglich ift das Dreyeck 
ABC dem Dreyecke EGF 
gleichwinkelig , und es find 
daher (5, 4. S.) in den Drey- 
ecken ABC, EGF die Sei- 
ten,' wtlehe um die gleichen 
Winkel liegen, proponio- 
nirt, und die, welche gleichen Winkeln gegenüberliegen,* 
homolog; folglich verhält fich die ab zu der BC wie die 
GE zu der ef. Aber wie die AB zu dc^r bc fich verhält, 
fo verhält fich die DE zu der ef; folglich verhält fich 
(5» xi. S.) die DE zu der ef wie die ge zu der ef; 
die beyden de, ge haben alfo zu der E f einerley Ver* 
hältnifs, und mithin ift (5, 9. S.) die de der ge gleich, ' 
Aus eben dem Grunde ift auch, die DF der GF gleich« 
DaT nun die DE der EG gleich, die ef aber gcmcinfchaft- 
lieh ift, fo find die beyden DE, EF den beyden GE, ef 
gleich, und die Grundlinie D F ift der Grundlinie GF 
gleich; folglich ift (1, g. S.) auch der Winkel def dem 
Winkel GEF, und das Dreyeck DEF dem Dreyecke G E F 
gleich, auch find in beyden die übrigen Winkel, welchen 
gleiche Setien gegenüberliegen, einander gleich; folglich 
ift der Winkel dfe dem Winkel GFE, der Winkel EDP 
aber dem Winkel EGF gleich, Und da der Winkel def 
dem Winkel GEF, der Winkel GEF aber dem Winkel 
ABC gleich ift, fo ift auch der Winkel ABC dem Winkel 
DBF gleich. Aus eben dem Grunde ift auch der Winkel 
ACB dem Winkel dfe, und der Winkel bey a dem 
Winkel bey D gleich; folglich das Dreyeck Abc dem 
Dreyecke DEF gleichwinkelig. 

■ 

' Wenn demnach zwey Dreyecke proportionirte Seiten 
haben u, f. w. w* z. e, w* 



6. Saz t 
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6. S az. 

Lehrfaz* Wenn in zwey Dreyecken ein 
Winkel des einen einem Winkel des andern 
gleich ifc, nnd die um die gleichen Wiukel 
liegenden Seiten proportionirt fiud, fo liod 
die Dreyecke gleichwinkelig, und in beyden 
die Winkel, welchen homologe Seiten gegen- 
überliegen, einander gleich. 

- Es feyen die zwey Dreyecke ABC, DEF, und ein 
Winkel BAC des einen einem Winkel EDP des andern 
gleich, auch die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
proportionirt, fo, dafs die B A zu der A C fich verhalte, 
wie die ED zu der DF, fo behaupte ich, dafs das Drcj. 
eck ABC dem Dreyecke DEF gleichwinkelig, und der 
Winkel ABC dem Winkel DEF, der Winkel ACB aber 
dem Winkel DFE gleich fey. 

Beweis. Man feze (i, 
33, S.) an die Punkte D, 
F , der Linie D F den Win- 
kel FDG, der dem Winkel 
BAC oder EDF, und den 
Winkel DFG der dem Win- 
kel ACB gleich fey , fo ift 
(1 , }i. S.) auch der übri- 
ge Winkel bey B dem übrigen Winkel bey G gleich, folg- 
lich das Dreyeck ABC dem Dreyecke DGF gleichwinkelig 
und mithin verhält fich (6, 4. S.) die B A zu der AC 
wie die G D zu der D F. Nach der Vorausfezung aber 
verhält fich die BA zu der AC wie die ED zu der df; 
folglich verhält fich (5, 11. S.) auch die ED 111 der DF 
Wie die G D zu der DF, und mithin ift (5, 9. S.) die 
ED der DG gleich, die DF aber ift gemeinfchaftlich; folg- 
lich find' die beyden ED, DF den beyden GD, DF gleich, 
auch ift der Winkel ED F dem Winkel GDF gleich; folg- 
lich ift (i f 4» S.) auch die Grundlinie EF der Grundlinie 
FG, und das Dreyeck DEF dem Dreyecke GDF gleich, 
auch fiud die übrigen Winkel in beyden, denen gleiche 

Sei- 
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Seiten gegenüberliegen, einander ftückweife gleich» der 
Winkel DFG alfo ift dem Winkel CEF, der Wiokel bey 
G aber dem Winkel bey E gleich. Aber der Winkel DFG 
ift dem Winkel ACB gleich; folglich ift auch der Winkel 
AGB dem Winkel DEF gleich. Nach der Vorausfezung 
aber ift der Winkel BAC dem Winkel dem EDF gleich; 
folglich ift (1 , 31. S.) auch der übrige Winkel bey B dem 
übrigen Winkel bey E gleich» und mithin das Drcyeck 
ABC dem Drcyecke DEF gleichwinkelig» 

Wenn demnach in zwey Dreyecken ein Winkel des 
einen u. f. w» w. z, c. w, 

7. S a z. 

Lehrfaz. Wenn in zwey Dreyecken eia 
Winkel des einen einem Winkel des andern 
gleich ift, die um zwey andere Winkel lie- 
gende Seiten aber proportionirt find, und von 
den übrigen Winkeln jeder zugleich entweder 
kleiner, oder nicht kleiner, als ein rechter, 
ift, fo find die Dreyecke gleichwinkelig und 
in beyden die Winkel, um welche die propor- 
tionirterf Seiten liegen, einander gleich. 

Es feyen die Dreyecke 
ABC, DEF, und darin der 
Winkel BAC dem Winkel 
EDF gleich, auch die Seiren, 
welche um zwey andere Win- 
kel ABC, DEF liegen , pro- 
portionirt, fo dafs die AB zu 

der BC ftch verhalte wie die DE zu der EF, auch fey von 
den übrigen Winkeln bey C, F crßens jeder zugleich klei- 
ner, als ein rechter, fo behaupte ich, dafs das 7)reyeck 
ABC dem Dreyecke DEF gleichwinkelig, und der Winkel 
ABC dem Winkel DEF, auch der übrige Winkel bey C 
dem übrigen Winkel bey F gleich fey. 

Beweis. Wäre der Winkel ABC dem Winkel DEF 
nicht gleich, fo würde der eine von ihnen größer, als 
der andere, feyn. Es fey der ABC der gröffere, und 

man 
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man feze (i , 23/ S.) an den 
Punkt B der Linie AB den 




Wink«! a b g , der dem Winkel 

DE F gleich fey. 



Da nun der Winkel A dem 



Winkel D, und der Winkel B 



ABG dem Winkel DEF gleich 

ift, fo ift (1, 32. S.) auch der übrige Winkel AGB dem 
übrigen Winkel D'EF gleich, folglich das Dreyeck ABG 
dem Dreyecke DEF gleichwinkelig, und mitbin verhält 
(ich (6, 4. 8.) die AB zu dcrBG wie die DE zu der EF. 
Nach der Vorausfeznng aber verhält fich die AB zu der 
BC wie die DE zu der EF; folglich verhält fich (5, tu 
S.) die A B zu der B C wie die AB zu der BC, und mit- 
hin hat die A B zu den beyden B C , B G einerley Verhält- 
nifs, es ift alfo die BC der BG, tiud daher (1, 5. S.) 
auch der Winkel BGC dem Winkel BCG gleich. Nach 
der Vorausfezung aber ift der Winkel bey c kleiner, als 
ein rechter; folglich ift auch der Wiukcl BGC kleiner, als 
ein rechter, und mithin (1 , 13. S.) fein Nebenwinkel 
AGB größer» als ein rechter« Es ift aber gezeigt wor- 
den , dafs der Winkel AGB dem Winkel bey F gleich fey ; 
folglich ift auch der Winkel bey F gröfier, als ein rechter. 
Nach der Vorausfezung aber ift er kleiner, als ein , rech- 
ter, welches ungereimt ift. Es ift alfo der Winkel ABC 
dem Winkel DEF nicht ungleich, folglich gleich. Es ift 
aber anch der Winkel bey A dem Winkel bey D gleich; 
folglich ift auch der übrige Winkel bey* C dem übrigen 
Winkel bey F gleich, uud mithin das Dreyeck ABC dem 
Dreyecke DEF gleichwinkelig. 

- ( 

Man feze aber nun jeder der Winkel bey c 9 F fey zu- 
gleich nicht kleiner, als ein rechter, fo behaupte ich, dafs 
auch dann das Dreyeck ABC dem Dreyecke DEF gleich- 
winkelig fey. 



Nach der vorigen Conftruction kann auf gleiche Art 
gezeigt werden , dafs die BC der BG, und der Winkel bey 
C dem Winkel BGC gleich fey* Aber der Winkel bey c ift 

nicht 
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nicht kleiner, als ein rechter; folglich ift auch der Winkel 
B G c nicht kleiner, als ein rechter« In dem Dreyccke B G C 
find alfo zwey Winkel nicht kleiner» als zwey rechte, wel- 
ches (1, 17. S.) unmöglich ift. Es ift alfo wiederum der 
Winkel ABC dem Winkel D £ F nicht ungleich, folglich 
gleich« Es ift aber auch der Winkel >ey A dem Wiukel 
bey D gleich; folglich ift Hl, 32. S.) auch der übrige Win« 
kel bey c dem übrigen Winkel bey ? gleich, und mithin 
das Dreyeck ABC dem Dreyecke DEF gleichwinkelig. 

Wenn demnach in zwey Drcycckcn ein Winkel des ei- 
nen u. U w, w. *• c. w, * 

8- Saz. 

Lehrfaz* Wenn in einem rechtwinkeli- 
gen Dreiecke von dem rechten Winkel nach 
3er Grundlinie ein Loth gefällt wird, fo find 
die an dem Lothe liegenden Dreyecke fo- 
wohl dem. ganzen als auch einander felbft 
ähnlich. • ? 

Es fey das rechtwinkelige Dreyeck ABC, deflen Win* 
kel BAC, ein rechter, und man fülle von dem Punkte A 
nach der BC das Loth AD, fo behaupte ich, dafs die bry- 
den Dreyecke ABB, A D d fowohl dem ganzen ABC, als 
auch einander felbft , ähnlich feyen. 

Beweis, Da der Winkel A 
B A]C dem Winkel A D B gleich, 
indem jeder ein rechter" ift, und 
der Winkel bey B den beyclen 
Dreyecken ABC, ABD ge- 
meinfe haftlich ift, fo ift ( 1, 
3*.S.) der übrige Winkel ACB 
dem übrigen Winkel BAD 
gleich, und mithin das Dreyeck ABC dem Dreyecke Afio 
gleichwinkelig. Demnach verhält (ich (6, 4. S.) die B C, 
als Gegenfeite des rechten Winkels in dem Dreyecke A B C, 
su der ba, alt Cegenfeke def rechten Winkels in dem 

Drcy- 
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Drey ecke ABB, wie diefelbe ' , • 
AB, als Gegenfeite des Win- 
kels C in dem Dreyecke ABC, 
,äu der BD, als Gegenfeite des 
dem Winkel bey C gleichen 
Winkels B A D in dem Dreyecke 
ABD, und ebeu fo auch die # Ü <• 

A C zu der A p , als Gegenfeite 

des den beyden Dreyecken gemeinfehaftlicben Winkels bey 
B ; demnach ift das Dreyeck ABC dem Dreyecke ABD 
gleichwinkelig, und in beyden find die um die gleichen 
Winkel liegende Seiten proportionirt ; folglich ift (6*, I, 
Erkl.) das Dreyeck ABC dem Dreyecke ABD ähnlich. 

Auf gleiche Art kann nun gezeigt werden, dafs auch 
das Dreyeck ADO dem Dreyecke ABC ähnlich fey; folg- 
lich find die beyden Dreyecke ABD, ADC dem ganzen 
Dreyecke ABC ähnlich. 

Ich behaupte ferner, dafs die Dreyecke ABD, ADC, 

auch einander felbft ähnlich feyen. 

- 

Denn da der Winkel B DA, als ein rechter, dem rech- 
ten Winkel ADC gleich ift, aber auch von dem Winkel 
B A D gezeigt worden ift, dafs er dem Winkel bey C gleich 
fey, fo ift (i, 33. S.) auch der übrige Winkel bey B 
dem übrigen Winkel DAC gleich , und mithin des Dreyeck 
ABD dem Dreyecke ADC gleichwinkelig; folglich verhält 
fich (6, 4, S.) die BD, als Gegenfeitc des Winkels BAD 
in dem Dreyecke ABD, zu der DA, als Gegenfeite des dem 
Winkel BAD gleichen Winkels C in dem Dreyecke ADC, 
wie diefelbe AD, als Gegenfeite des Winkels Ö in dem 
Dreyecke KBD zu der D C , als Gegenfeite des dem Winkel 
B gleichen Winkels DAC in dem Dreyecke ADC, und eben 
fo auch die B A , als Gegenfeite des rechten Winkels ABB, 
zu der A C , als Gegenfeite des rechten Winkels ADC; folg- 
lich ift (6, 1. Erkl.) das Dreyeck abd dem • Dreyecke 
ADC ähnlich. 

Wenn 
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Wenn demnach in einem rechtwinkeligen Dreyccke 
vom fechten Winkel u. f. w, z, e. w« 

* ^ 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs in (fem rechtwinkeligen 
Dreyecke das von dem rechten Winkel nach der Grundli- 
nie gefällte Loth zwifchen den .Abfchnitten der Grundlinie, 
und die an jedem Abfchnitte liegende Seite zwifchen der 
Grundlinie und diefem Abfchnitte die mittlere Proportio- 
nallinic fey* 

» 

9. Saz> 

« 

Aufgabe. Von einer gegebenen geraden 
Linie einen verlangten Tfieil abzufenneiden« 

Es fey die gegebene gerade Linie A B und man foll 
von' der AB einen verlangten Theil abfehneiden. 

Außöfung, Es werde der dritte Theil verlangt» fo 
2iehe man von dem Punkte A eine gerade Linie ac, wel- 
che mit der AB einen beliebigen Winkel einfchliefle; hier- 
Auf nehme man in der a 0 einen Punkt D an , und mache 
(i, 3. S.) der AD die de, EC gleich, endlich ziehe man 
die BG und (i\ 31. S.) durch den Punkt D mit der SC 
die D F parallel« 

Reweis* Da nun mit der Sei« 
te BC des Dreyccks ABC die FD 
parallel gezogen worden ift, fo 
verhält fich (6*, a. S.) die CD zu 
der t> A wie die BF zu der F a # 
Es ift aber die CD das Doppelte 
von der DA, folglich ift auch die 
BF das Doppelte von der FA, & 
und mitbin die BA dal Dreifach« ■ j . k 

von derAF. 

Demnach ift von der gegebenen geraden Linie AB der' 
verlangte dritte Theil abgefchnitten worden, w. z. v. w. 

• ' M 10« Sag. 
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10. Sa z. 

Aufgabe. Eine gegebene gerade Linie auf 
ähnliche Art zu theilen, wie sme andere ge- 
gebene getheilt ift. 

Es fey die gegebene ganze Linie AB, die getheilte 
AC, und man foil die ganze AB *uf ähnliche Art theilen, 
wie die AC getheilt fr. - ' ■ * ! " r 

Auflöfung* Es fey die AC in den Punkten b, E ge- 
theilt, und man bringe beyde Linien fo an einander» dafs 
fie einen beliebigen Winkel elnfchlicflen , und liehe als- 
dann die BC und durch die Punkte D, E (i, 31. S.) der 
BC die df, £G 9 durch den Punkt D aber der AB die 
DH K parallel. 

Beweis» Jede der Fi- 
guren fh, HB ift ein Par- 
allelogramm , und daher (i> 
35# S.) die DH der F G, 
die H K aber der G B gleich. 
Da nun mit der Seite KC 
des Dreyecks DKC die HE 
parallel gezogen worden ift, 
fo verhält (ich (6, 2. S.) 
die G E zu der E D wie die 
K H zu der H D. Es ift aber 

die kh der BG» die HD aber der GF gleich; folglich 
verhalt (ich die CE zu der ED wie die BG zu der GF, 
Da ferner mit der Seite EG des Dreyecks AGB die FD 
parallel gezogen ift, fo verhält (ich die feri zu der DA 
wie die G F zu der £ A« Es ift aber gezeigt worden, dafi 
die CE zu der ED Och verhalte wie die BG zu der.GF; 
folglich verhält (ich die CE zu der ED wie die BG zu 
der G F , und die ED zu der D A wie die G F zu der F A. 

Demnach ift die gegebene ganze gerade Linie ÄB auf 
ähnliche Art, wie die gegebene getheilte gerade Linie AC, 
getheilt worden, w. z. v. w. : -v < . 

Ii. Sag. 
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11. Setz. 

m » * - 

Aufgabe. Zu zwey gegebenen geraden Li- 
nien die dritte Proportionallinie zu finden. 

Es feyen die zwey gegebenen geraden Linien AB, 
AC, und man bringe fie fo an einander, dafs fie einen 
beliebigen Winkel einfchlieffen, man foll nun zu den bey- 
den ab, A C die dritte Proportional linie finden. 

Außlofung. Man verlängere die AB, A C nach den 
Punkten D, E, mache der AC die BD gleich, ziehe hier* 
auf die bc, und (i , 31. S.) durch den Punkt D mit der 

die « n £ parallel» l . , 

Beweis. Da mit der Seite DE ^4 
des Dreyecki ADE die BC parallel 
gezogen worden, fo verhält .fich (o*. q 

2. S.) die AB zu der BD wie die AC y£ iß 

211 jier CE, £s ift aber , die B D der 
AC gleich; folglich verhält (ich die 
ab zu der AC wie die AC zu 

der CE« ^ 

.% > Ä % ....... 

i 

Demnach ift zu den zwey gegebenen geraden Linien 
ab, ac die dritte Proportionallinie CE gefunden wor- 1 
den, w. 2» Y. w. 




1 » \ * 1 



12. 



Aufgabe. Zu drey gegebenen geraden Li- 
nien die vierte Proportionallinie zu finden. 

Es feyen die drey gegebenen geraden Linien A , B , C, 
man foll zu den dreyen A, B> C die vierte Proportional*' 
linie finden. 

Außlöfing* Man bringe die Linien DI, DF unter 
einem beliebigen Winkel EDP an einander, und mache 
der A die DG, der B abet die GE» und der C die D H 
gleich. Hierauf ziehe man die GH» und mit ihr durch 
den Punkt £ die EF parallel» 

Ml 
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' Beweis. Da mit der 
Seite E F des Dreyecks DEF 
die GH parallel - gezogen 
worden» fo verhält fich (6, 
%. S.) die DG zu der G E 
wie die DH zu der HF. 
Es ift aber die dg der A, 
die GE der B, und die 

DH der C gleich; folglich verhält fich die A zu der B 
wie C zu der HF. 

Demnach ift zu den drey gegebenen geraden Linien 
A, B, c die vierte Proportionallinie HF gefunden wor- 
den, 2. V. W« 



13. Saz. 

Aufgabe. Zu zwey gegehenen gerädert Li- 
nien die mittlere Proportionallinie zu finden. 



Es feyen die *wey gegebeneö geraden Linien AB, B C 9 
und man foll zu den beyden AB, BC die mittlere Propor- 
tionallinie finden« 

Auflofung. Man bringe fie in eine gerade Linie an ein- 
ander, befchreibe alsdann über der AG einen Halbkreis 
ad C , errichte in dem Punkte B (i, Ii. S.) auf der AC 
die BD lotbrecht, und ziehe die AD, DC. 

■ 

— 

Beweis, Da der Winkel ADC 
ein Winkel im Halbkreife ift , fo ift 
er (3, 31. S.) ein rechter. Da nun 
in dem rechtwinkeligen Dreyecke 
ADC von dem rechten Winkel aus ^ 
nach der Grundlinie das Loth D B 
gefällt worden ift , fo ift (6 , 8. ZufJ 

die DB die mittlere Proportionallinie zwifchen den Ab- 
schnitten ab, B c der Grundiisie. 




Dem« 
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Demnach ift zu den zwey gegebenen' geraden Linien 
AB, BC, die mittlere Proportionallinie DB gefunden 
worden, w* I, v. w. 

■ * * 

14. Saz. 

— 

* 

Lehrfaz. In gleichen Parallel ogrammen, 
/die einen gleichen Winkel haben , find die um 
die gleichen Winkel liegenden Seiten umge- 
kehrt propartionirt; und Parallelogramme, die 
einen gleichen Winkel haben, und in welchen 
die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
umgekehrt proportionirt find, find einander 
gleich. 

Es feyen die gleichen Parallelogramme AB, BC, und 
in beyden die Winkel bey B einander gleich, und man 
bringe ihre Seifen DB, BE in eine gerade Linie, fo önd 
(1 , 14. S.) auch die Seiten F B , B G in einer geraden Li- 
nie, und ich behaupte, dafs die Seiten der Parallelogram- 
me ab, BC, welche um die gleichen Winkel liegen, um- 
gekehrt proportionirt feyen, das heifst, daf* die DB zu 

der B B ßch verhalte wie die Gß zu- der B F* 

V 

Beweis. Man vollende das F A 

Parallelogramm FE. Da nun das 
Parallelogramm ab dem Paralle- 
logramme BC gleich, FE aber ein £ 
anderes Parallelogramm ift, fo ver- 
hält fich (5, 7. SO die Figur ab 
zu der F E wie die B C zu der F E. 
Aber (6, x. S.) verhält fich die 
Figur AB zu der F E wie die Seite C 
DB zu der BE, und die Figur BC * : 
zu der FE wie die Seite GB zu der BF; folglich (c, n, 
S.) die D B zu der B E wie die G B zu der B F. Demnach 
lind die Seiten der Parallelogramme AB, BC, Welche um 
die gleichen Winkel liegen , umgekehrt proportionirt. 

Es 
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Es feyen aber nun die Seiten, 
welche um die gleichen Winkel 
liegen, umgekehrt proportionirt, 
und es verhalte fich die DB zu £ 
au der BE wie die GB zu der 
BF, fo behaupte ich» dafs das 
Parallelogramm AB dem Paralle- 
logramme BC gleich fey. 

Da die DB zu der BE fich C 
verhält wie die GB zu der Bf, 

aber (6*, I. S.) das Parallelogramm AB zu dem Parallelo- i 
gramme F £ wie die D B zu der BE, und das Parallelo- 
gramm B C zu dem Parallelogramme F E wie die GB zu 
der BF, fo verhält fich (5, n. SO die Figur AB zu der 
TE wie die BC zu der FE, und mithin ift (5, 9. S.) das 
Parallelogramm ab dem Parallelogramme BC gleich. 

Demnach find in gleichen Parallelogrammen welche 
einen gleichen Winkel haben u, C w» w, z. e» w* 



15. Saz. 

s 

% . 1 
+ " 1 

Lehrfaz. In gleichen Dreyecken, welche 
einen gleichen Winkel haben, find die um 
die gleichen Winkel liegenden Seiten umge- 
kehrt proportionirt; undDreyecke, welche ei- 
nen gleichen.Winkel haben, und in welchen 
die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
umgekehrt proportionirt lind, lind; einander 
gleich. 



• 1 



1 

Es feyen die gleichen Dreyccke ABC, ADE, in wel- 
chen der Winkel bac des einen dem Winkel DAE des 
andern gleich fey, fo behaupte ich, dafs in den Drey- 
ecken ABC, ADE die um die gleichen Winkel liegenden 
Seiten umgekehrt proportionirt feyen, das heifst, dafs die 
CA zu der AD fich verhalte wie die Afi zu der AB. 
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Beweis. Man bringe B D 
fie fo an einander, dafs die 
CA mit der AD in einer 
geraden Linie Hege, fo ift 
(i, 14. S.) auch die £ A 
mit der AB in einer gera- 
den Linie, Man ziehe die 
BI>. Da nun da« Drcyeck 
ABC dem ADE gleich, 
abd aber ein anderes Dreyeck ift, fo verhält Och (£» 
$.) das Dreyeck CAB zum Oreyecke BAD Wie das Drey- 
eck ADE zum Dreyecke BAD. Aber (6, 1. S.) verhält 
(ich das Dreyeck CAB zum Dreyecke BAD, wie die CA , 
zu der ad, und das Dreyeck E AD zum Dreyecke BAD 
wie die ea zu der AB;, folglich verhält (ich (5, 11. S.) 
die CA zu der AD wie die E A zu der AB« Demnach 
find die Seiten der Dreyecke Abc, ADE, welche um die 
gleichen Winkel liegen» umgekehrt, proportionirt. 

Es feyen aber nun die Seilen der Dreyecke Abc, 
ADE umgekehrt proportionirt , und es verhalte Geh die 
C A zu der A d wie die E A zu der Ab, fo behaupte ich; 
dafs da« Dreyeck abC dem Dreyecke ADE gleich fty. 

Man ziehe wiederum die bD. Da nun die CA zu 
der AD" (ich verhält wie die ea zu der ab, aber (6", 1. 
S.) das Dreyeck Abc zum Dreyecke BAD wie die CA zu 
der AD, und das Dreyeck. ead zum Dreyecke ,b ad wie 
die ea zu der Ab, fo verhält (ich (5, tu S.) das Drey- 
eck ABC zum Dreyecke abD wie das Dreyeck aDE zum 
Dreyecke abd. Die beyden Dreyecke abC, a D E alfa 
haben zu dem Dreye.cks abD' einerley Vcrhältnifs; folg- 
lich ift (£, 0» SJ das Dreyeck abc dem dreyecke ade 
gleich. 

1 

% 

Demnach find in gleichen Dreyecke, die einen glei- 
chen Winkel haben u« f, w. w.. z, e. w. 

16. Setz. 
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16. Saz. 

m 

* - 1 

Lehrfaz. Wenn vier gerade Linien pro- 
portionirt lind, fo ift das Kechteck, das von 
den 'äufferen eingefchloffen wird, dem-Recht- 
ecke, das von den mittleren eingefchloffen 
wird, gleich j und wenn das Rechteck, das von 
den äufferen eingefchloffen wird , dem Recht- 
ecke, das von den mittleren eingefchloffen wird, 
gleich ift«, fo lind die vier geraden Linien pro» 
portionirt. 

Es feyen die vier geraden Linien AB, CD, E, F pro- 
portionirr, fo dafs die Aß (ich zu der CD verhalte wie 
die E zu der F, fo behaupte ich, dafs das Rechteck, das 
von den Linien AB, F eingcfchloflcn wird, dem Rechtecke 
das von den Linien CD, E eingefchloffen wird, gleich fcv. 

Btmeis, Man er- A ß 

richte (i, xi, S.) in C D H — 

den Punkten A, C, ^ " 
auf den Linien AB, 

C O die A G, CH loth- . Gl 1 

recht K mache der F 

die AG, der E aber ^ ^ ^ 

die CH gleich, und 4 ß 
vollende die Parallele« 
grammc BG, DH. 

Da nun die AB zu der CD (ich verhalt wie die E 
zu der F, die E aber der CH, und die F der AG gleich 
ift, fo verhält rieh (5 , 7. S.) die AB zu der CD wie die 
CH zu der AG; folglich find in den Parallelogrammen 
BG» DH die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
twigekehrt proportionirt. Gleichwinkelige Parallelogramme 
aber, in welchen die um die gleichen Winkel liegenden 
Seiten umgekehrt proportionirt find, find (6, 14. §•) ein« 
ander gleich 5 folglich ift das Parallelogramm B G dem Par- 
allelogramme DH gleich. Das Parallelogramm BG aber 
wird von den Linien AB, F cingcfchlolTen, denn die AG 

ift 
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ift der F gleich, das Parallelogramm DH hingegen von 
den Linien CD, E, denn die C H ift der E gleich ; folg. 
lieh ift das Reckteck, das von den Linien AB, F einge- 
fchloflen wird, dem Rechtecke, das von den Linien CO» 
E eingefchloflen wird, gleich. f 

Es fey aber nun das Rechteck , das von den Linien 
- A B, F eingefchlotfen wird, dem Rechtecke, das von den Li- 
nien CD, E eingefchloflen wird, gleich, fo behaupte ich, 
dafs die vier geraden Linien proportionirt feyen, dafs 
nämlich die AB zu der CD (ich verhalte wie die E zu der F« 

- 

_Da nach der vorigen Conftruction, das Rechteck, das 
von den Linien A B , F eingefchloflen wird , dem Recht- 
ecke, das von den , Linien CZ), E eingefchloflen wird» 
gleich ift, BG aber das von den Linien AB, F eingefchlof- 
fene Rechteck ift, weil die AG der F gleich ift, Da hin- 
gegen das von den Linien CD, E eingefchloffene Recht- 
eck ift, weil die CH der £ gleich ift, fo ift das Paralle- 
logramm BG dem Parallelogramme DH gleich» auch find 
fie gleichwinkelig. In gleichen und gleichwinkeligen Paral- 
lelogrammen aber find die um die gleichen Winkel liegen- 
den Seiten (6, 14. S.) umgekehrt proportionirt; folglich 
verhält fleh die AB zu der CD wie die CH zu der AG« 
Es ift aber die CH derE, und die AG der F gleich; folg- 
lich verhilt fich die AB zu der CD wie die E zu der F. 

Wenn demnach vier gerade Linien proportionirt find 
u # f # w. w. z. e. w. 

17. S a z. 

t 

Lehrfaz. Wenn drey gerade Linien pro- 

Sortionirt find, fo ift das Rechteck, das vorr 
en beyden äuffern eingefchloffen wird, dem 
Quadrate der mittleren gleich; und wenn das 
Rechteck, das von den bevden äufferen ein- 
gefchloffen wird, dem Quadrate der mittleren 
gleich ift, fo find die drey geraden Linien 
proportionirt. 
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Es feycn die drcy geraden Linien" A, B, C, propor- 
tionirt, fo dafs die A zu der B (ich verhalte, wie die B 
zu der C, fo behaupte ich, dafs das Rechteck, das von 
den Linien A, C eingefchlofien wird, dem Quadrate der 
mittleren B gleich fey. 

Beweis. Man mache der B die ABD C B 
D gleich. | 

Da nun die A au der B fich • ^ 

verhält, wie die B zu der C, die 
B aber der D gleich ift, fo ver- 
hält fich auch die A zu der B wie 
die D zu der C. Wenn aber vier 
gerade Linien proportionirt find, 
fo ift (6 , 16. S.) das von den 
äußern eingefchloflene Rechteck 

dem von den mittlem eingefchloflenen Rechtecke gleich; 
folglich ift das von den Linien A , C eingefchloflcne Recht- 
eck dem von den Linien B, D eingefchloflencn Rechtecke 
gleich« Aber das von den Linien B, D eingefchloffenc 
Rechteck ift dem Quadrate der B gleich, denn die B felbft 
ift der D gleich; folglieh ift das Rechteck, das von den 
Linien A, C cmgefchioffen wird, dem Quadrate der Linie 
B gleich. . 

Es fey nun aber das Rechteck, das von den Linien 
A, C eingefchloffen wird, dem Quadrate der Linie B gleich, 
fo behaupte ich, dafs die A zu der B fich verhalte wie 
die B zu der C. 

Da, nach der vorigen Conftrucrion, das von den Li- 
nien A, C eingefchloflene Rechteck dem Quadrate der B 
gleich ift, das Quadrat der B aber dem von den Linien B, 
D eingefchloflenen Rechtecke gleich ift, weil die B felbft 
<ler D gleich ift, fo ift das von den Linien A, C finge- 
fchloflene Rechteck dem von den Linien B, D eingefchlof- 
fenen gleich. Wenn aber das von den äußeren eingefchlof- 
fene Rechteck dem von den mittleren eingefchloflenen gleich 
ift, fo find (6 , 16. S.) die vier geraden Linien proportio- 
nirt ; folglich verhält fich die A zu der B wie die D zu 

k dcr 
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der-C. Die B aber ift der D gleich, folglieh verhält fich 
tuch die A zu der B wie die B zu der C. , 

Wenn demnach drey gerade Linien proportionirt find 
u. f. w. w. z. e, w, 



E 



18. S a z. 

Aufgabe. Auf einer gegebenen geraden 
Linie eine geradlinige Figur zu befenreiben, 
die einer andern gegebenen ähnlich fey, und 
ähnlich liege. 

Es fey die gegebene gerade Linie AB, die gegebene 
geradlinige Figur CE, und man foll auf der Linie AB eine 
geradlinige Figur ^ befchreiben , die der CE ähnlich fey, 

und ähnlich liege. 

. « 

Auflößing u. Beweis. 
Man ziehe die DF, und 
feze (i , 23« S.) an die 
Punkte A , B der geraden 
Linie AB den Winkel 
GAB, der dem Winkel 

C, und den Winkel A B G, 4. a t . * D 

der dem Winkel CDF 
gleich fey, fo ift (1, 32, S.) auch der übrige Winkel 
AGB dem übrigen Winkel CFD gleich, folglich [das Drey- 
eck FDC dem Dreyccke GAB gleichwinkelig, und iri.hin 
verhält fich (et, ^ S.) die FD zu der GB wie die FC zu 
der GÄ, und wie die CD zu der AB. Man feze ferner 
an die Punkte B, G der Linie BG den Winkel BGH, der 
dem Winkel DFE, und den Winkel GBH, der dem 
Winkel FD E gleich fey, fo ift auch der übrige Winkel 
bey H dem übrige», Winkel bey £ gleich, und mithin das 
Dreyeck FDE dem Dreyecke GflH gleichwinkelig; folg- 
lich (6, 4. S.) die FD zu der GB wie die FE zu der 
GH, und, wie die ED zu der HB. Es ift aber gdeigt 
worden, dafs auch die FD zu der BG fich verhalte wie 
die FC zu der GA, und wie die CD zu der AB} folg. 

' lieh 
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lieh verhält (ich auch (5, £ 
Ii, S.) die FC 211 dcrGA 
wie die CD xu der AB, 
wie die FE zu der GH. 
und wie die ED zu der 
HB. Da nun der Winkel 
CFD dem Winkel AGB, 8 
der Winkel D F E aber dem 

Winkel BGH gleich ift, fo ift der ganze Winkel CFE 
dem ganzen Winkel AGH gleich« Aus eben dem Grunde 
ift auch der Winkel CDE dem Winkel ABH gleich, 
überdies ift auch der Winkel bey C dem Winkel bey A, 
und der Winkel bey E dem Winkel bey H gleich ; dem« 
nach ift die Figur AH der CE gleichwinkelig und in bey* 
den find die um die gleichen Winkel liegenden Seiten pro- 
portionirt; folglich ift (0% 1. Erkk) die geradlinige Figur' 
AH der geradlinigen Figur CE ähnlich. 

Demnach jft auf der gegebenen geraden Linie AB eine 
geradlinige Figur AH befchrieben worden, die der gege- 
benen geradlinigen Figur CE ähnlich ift und ähnlich liegt, 
w. *• v* w* 

* 

19. S a z. 

Lehrfaz. Aehnliche Dreyecke find in 
xweymal höherern Verhältniffe ihrer homolo- 
gen Seiten. 

Es feyen die ähnlichen Djeyecke ABC» DEF, in 
welchen der Winkel bey B dem Winkel bey E gleich fey, 
und es verhalte (ich die AB zu der BC wie die DE zu 
der EF, und es fey alfo (5, 13. Erkl.) die Seite BC der 
EF homolog, fo behaupte ich, dafs das Dreyeck ABC zu 
dem Dreyecke DEF ein zweymal höheres Verhältnifs ha« 
be, als die Seite BC zu der EF, 

■>. 

Beweis. Man nehme (tf, 11. $.) zu den beyden BC, 
EF die dritte Proportiouallinie BG» und es verhalte (ich 

die 
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die BC xu der EP, wie A 
die EF zu der BG, hierauf 
ziehe man die GA« 

Da nun die A B zu der 
BC fich verhält wie die 
DE zu der EF, fo verhält 
(ich auch verrvecbfek (5, 16» 
S.) die A B zu der DE wie 
die BC zu der.EF. Aber r 
wie die B C zu der E F, fo verhält (ich die EF tu .der.. 
BG; folglich (1, 32. S.) auch die AB zu der DE wie 
die EF zu der BG; es find alfo in den Dreyecken ,A BG, fJ 
DEF die uin die gleichen Winkel liegenden Seiten .umge- 
kehrt proporotionirt. Dreyccke aber, die einen gleichen, % 
Winkel haben, und in welchen die um die gleichen Win- 
kel liegenden Seiten umgekehrt proportionirt find, find (6*/ 
i$. S.) einander gleich; folglich ift das Dreyeck ABG 
dem Dreyecke EDF gleich. Und da die BC zu der FE 
fich verhält, wie die EF zu der BG, wenn aber drey ge» 
rade Linien proportionirt find, die erße zur dritten ($, 
io. Erkl.) ein zweymal höheres Verhältnifs hat* als zur 
zweyten , fo hat die BC zu' der BG ein zweymal höheres 
Verhältnifs , als die B C zu der E F. Aber wie die B C 
zu der* BG fich verhält fo verhält fich (6*. 1. S.) das Drey. 
eck ABC zum Dreyecke ABG; folglich hat auch das Dfey- 
eck ABC zum Dreyecke ABG ein zweymal ' höheres Ver- 
hältnifs, als die BC zu der EF. Das Dreyeck ABG aber 
ift dem Dreyecke DEF gleich; folglich hat (5, 7, §•) 
auch das Dreyeck ABC zu dem Dreyecke DEF ciri zwey- ; 
mal höheres Verhältnifs, alsf die BC zu der EF. 

Demnach find ähnliche Dreyecke u» f. w. w. z, e. w. 

Zufaz. Da gezeigt worden ift, dafs das Dreyeck 
ABC zum Dreyecke ABG, das heifst zum Dreyecke DEF, 
fich verhalte, wie die CB zu der BG, fo erhellet hieraus, 
dafs wenn drey gerade Linien, proportionirt find , die erftc 
2ur dritten fich verhalte, wie das Dreyeck über der erfteo 
zu -dem ihm ähnlichen und ähnlich liegenden Dreyecke 
über der zweyten« 

20. Saz. 
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20. Ä a z. 

Lehrfaz. Aehnliclie Polygone laffen fich 
in gleighviele ähnliche und den Ganzen ho- 
molog^ Dreyecke theilen. Und ein Polygon 
hat Äum andern ein zweymal höheres Ver- 
häknifs/ als eine homologe Seite des einen 
einer homologen Seite des andern. 



Es feyen die ähnlichen Polygone ABCDE, FGHKL, 
und ''die" Seite AB derFG homolog, fo behaupte ich, dafs 
die Polygone ABCDE, FGHKL in gleichviele ähnliche 
uhd den*' Ganzen homologe^ Dreyecke fich theilen laflen, 
und däfs das Polygon ABCDE zu dem Polygone FGHKL 
ein zweymal höhere» Vcrhältnifs habe, als die Seite AB 
iu der FG. 




t> Bewtis* Man ziehe die 
Lmien BE, EC, GL, LH* 
Da. das Polygon ABCDE 
dem Polygone FGHKL 
ähnlich iftVfb ift der Win- 
kel BAJS dem Winkel G F L 
gleich , und es verhält (ich 
die B A zu der A E wie 
die GF zu der FL. Da 
nun ABE, FGL zwey 

Dreyecke find, die einen gleichen Winkel haben, un4 in 
welchen die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
proportionirt find, fo ift (6, 6\ S.) das Dreyeck ABE 
dem Dreyecke FGL gleichwinkelig; folglich (6, 4. S.) 
aoeh ähnlich. Demnach ift der Winkel ARE dem Winkel 
F 5 L gleich* Wegeu der Aehnlichkeit der Polygone aber 
ift auch der ganze Winkel ABC dem ganzen FGH gleich; 
folglich auch der Reft EBC dem fcefte LGH. Da nun 
wegen der Aehnlichkeit der Dreyecke ABE, FGL die EB 
zu der BA fich verhält wie die LG zu der GF, aber 
auch, wegen der Aehnlichkeit der Polygone, die AB zu 
der BC wie die FG zu der GH, fo verhält fich (5, 21» 

S.) 
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S.) auch gleich firmig die EB zu der BC wie die LG 241 
der GH: es find alfo die um die gleichen Winkel EBC, 
LGH liegenden Seiten proportionirt , folglich {6 f( 6. 
das Dreyeck EBC dem Dreyccke LGH gleichwinkelig» 
und mithin (6% ^. S ) auch ähnlich» Aus eben den Grün-, 
den ift auch das Dreyeck ECD dem Dreyecke LHK ähn- 
lich, folglich laflen fich die ähnlichen Polygone AB C DE, 

FGH KL in gleich viele ähnliche Dreyecke thcilen. 

» 

Ich behaupte ferner, dafs fie auch den Ganzen nonio-^ 
log feyen, das heifst, dafs die Dreyecke auch proportio- 
nirt feyen, und zwar fo, dafs ABE, EfeC, ECD Vor- 
derglieder, FGL, LGH, LHK Hinterglieder feyen, und' 
dafs das Polygon ABCDE zu dem Polygone FGHKL 
ein zweymal höheres Verhältnifs habe, als eine homologe 
Seite des einen zu einer homologen Seite des andern, das 
heifst, als >die AB zu der FG. 

Man ziehe die AC, FH, Da *nun, wegen der Aehn* 
lichkeit der Polygone, der Winkel' ABC dem Winkel 
FGH gleich ift, und die AE zu der BC fich verhält wie 
die FG zu der GH, (b ift (6,-6. S.) das Dreyeck ABC 
dem Dreyecke FGH gleichwinkelig; folglich ift der Win- 
kel BAC dem Winkel GFH, der Winkel BCA aber 
dem Winkel GHF gleich. Da ferner äer Winkel BAM 
dem Winkel GFN gleich rft, von dem Winkel ABM 
aber gezeigt ift, dafs er dem Winkel FGN gleich fey, fo 
ift (i , 92» S.) auch der übrige Winkel A MB dem übri- i 
gen FNG gleich; folglich das Dreyeck ABM dem Drey- 
ecke FGN gleichwinkelig. Auf gleiche Art kann nun ge-.- 
zeigt werden, dafs auch da» Dreyeck BMC dem Drey- L 
ecke GNH gleichwinkelig fey; folglich verhält fich (5, 4. 
S.) die AM zu der MB wie die FN zu der NQ, und 
die BM zu der MC wie die GN zu der NH; folglich 
(5, 22. S.) auch gleichförmig, die AM zu der MC wie 
die FN zu der NH. Aber wie die AM zu der MC, fo 
verhält fich das Dreyeck ABM zu dem Dreyccke MBC 
und das Dreyeck AME zu dem Dreyecke EMC, denn . 
diefe verhalten fich (S 9 1. S.) zu einander wie ihre G?un£- b 

Ihnen 
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Knien. Aber (5, 12. S.) 
verhält (ich eins der Vor- 
derglieder zu einem ,der 
Hmterglieder wie alle Vor- E 
derglieder zufammen zu al- 
len Hintergliedern zufam- 
men ; folglich verhält fich 
das Dreyeck AMB zum 
Drcyecke BMC wie das 
Dreyeck ABE zum Dreyecke CBE. Aber das Dreyeck 
AMB verhält fich zum Dreyecke BMC wie die AM zu 
der MC; folglich verhält fich auch (5 , 11. S.j die AM, 
zu der MC wie das Dreyeck ABE zum Dreyecke EBC. 
Aus eben den Gründen verhält fich auch die FN zu der 
NH wie das Dreyecfc FQL zum Dreyecke GLH> Es ver- 
hält fich aber auch die ÄM zu der MC wie die FN xu 
der NH; folglich (5. n. S«) das Dreyeck ABE zum 
Dreyecke EBC wie das, Dreyeck FG L zum Dreyecke 
G L H , und (5 > > 16% S.) wrrwechfeh* das Dreyeck ABE 
zum Dreyecke FGL wie das Dreyeck BEC zum Dreyecke 
GLH, Auf gleiche Art kann nun, wenn man die BD, 
GK rieht, gezeigt werden, dafs auch das Dreyeck EBC 
zum Dreyecke GLH fich verhalte wie das Dreyeck ECÖ 
zum Dreyecke LH K. Und da das Dreyeck ABE zum 
Dreyecke FGL fich verhält wie das Dreyeck EBC zum 
Dreyecke LGH, und wie das Dreyeck ECD zum Dreyecke 
LHK, und (5, ta. S.) eins der Vorderglieder zu ejneui 
der Hihterglieder, wie alle Vorderglicder zufammen zu 
allen Hintergliedern zufammen, fo verhält fich auch das 
Dreyeck ABE zum Dreyecke FGL wie das Polygon 
ABC DE zum Polygone FGHKL, Aber das Dreyeck 
ABE hat zu dem Dreyecke FGL ein zweymal höheres 
Verhältnis , als die homologe Seite AB zu der homologen 
Seite FG, denn (6, 19. S.) find ähnliche Dreyecke in 
zweymal höherem Verhähnifle ihrer homologen Seiten; 
folglich hat auch das Polygon ABC DE zu dem Polygone 
FGHKL ein zweymal höheres Verhältnifs, als die homo- 
loge Seite ABiu der homologen Seite FG« 

Dem- 
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Demnach laffcn fich ähnliche Polygone u. f, w. W. u 

e. w. /' . 

Zufaz. 1. Auf gleiche Art kajit* auch von ähnlichen 
vierfeitigen Figuren gezeigt werden\ dafs fie in zweymaf 
höherem Vcrhaltnifle ihrer homologen^ Seiten ieyen. Es ift 
aber (6, 19, S.) auch von etat Drecken, gezeigt worden; 
folglich find allgemein o*ic ähnlichen geradlinigen Figuren 
in zweymal höherem Verhaütniflfe' ihre* homologen Seiten. 

Zufaz. 2, Nimmt man zu den Heyden AB, F V G die 
dritte Proportionallinie O, fo hat (5, 10. Erkl.) die A§ 
zu der O ein zweymal höheres Verhältnifs , als die A B zu 
der FG. Es hat aber auch ein Polygon zu einem andern 
und eine vierfeitige Figur zu einer andern ein zweymal 
höheres Verhältnifs, als eine homologe Seite zu einer an* 
dem, das heifst, als die A B zu der FG. .Und eben diefes 
ift auch von den Dreyecken gezeigt worden, folglich er- 
hellet im allgemeinen, dafs. wenn drey gerade Linien pro- 
portionirt find, die erde zur dritten fich verhalte wie eine 
geradlinige Figur über der erften zu der ihr ähnlichen und 
ähnlich liegenden geradlinigen Figur über der zweyten« 

Anderer Beweis* 

Es kann A 
such auf eine 
andere Art 
kürzer gezeigt 
werden» dafs 
die Dreyccke 
homolog fey- 
en. 

Es feyen 
wieder die 
Po 1 y g o n e 
A B C D E, 
F G H k L 

und man ziehe die tinien BE, EC» GL» LH, fo behaup- 
tc ich, dafs dal Drcyeck ABfc zum Drey ecke FGL fich 

N vcr - 
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verhalte, wie 
das Dreycck 
EBC zum 
DreyeckeLGH, 
und das Drey- 
cck CDE zum 
DreyeckcHKL. 

Da das 
Dreyeck ABE 
dem Dreyeckc 
FGL ähnlieh 
ift , fo hat das 
Dreycck ABE 

(6, 19* S.) zum Dreyeeke FGL ein zwcymal höherei 
VerhältnHs, ajs die BE zu der GL. Aus eben dem Grun- 
de hat auch das Dreycck BEC zum Dreyeeke GLH ein 
xweyraal höheres Verhältnifs, als die BE zu der GL; 
folglich verhält fich ($ , u. S.) das Dreyeck ABE zum 
Dreyeeke FGL wie das Dreycck EBC zum Dreyeeke 
LGH. Da ferner das Dreycck EBC dem Dreyeeke 
LGH ähnlich ift, fo hat (5, 19. S.) das Dreyeck EBC 
zum Dreyeeke LGH ein zwey«ial höheres Verhältnifs, 
als die Linie CE zu der HL. Aus eben dem Grunde hat 
auch das Dreycck ECD zum Dreyeeke LHK ein zwey» 
mal höheres Verhältnifs, als die CE Zu der HL; folglich 
verhält fich (c, n. S.) das Dreyeck EBC zum Dreyeeke 
LGH wie [das Dreyeck ECD zum Dreyeeke LHK. Es 
ift aber gezeigt worden, dafs auch das Dreyeck EBC 
zum Dreyeeke LGH fich verhalte , wie das Dreyeck ABE 
zum Dreyeeke FGL; folglich verhält fich auch das Drey- 
eck ABE zum Dreyeck FGL wie das Dreyeck BEC zum 
Dreyeckc GLH, und das Dreycck ECD zum Dreyeeke 
IHR; folglich verhält fich auch (5, 12. S.) eins der Vor- 
derglieder zu einem der Hinterglieder wie alle Vorderglie- 
der zufammen zu allen Hintergliederu zufammen , und fo 



weiter wie im vorigen 



, w» z, e. w» 



21. Setz. 
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21. Saz. 

■ 

hehrfaz. Geradlinige Figuren, die -einer 
und derfelben ähnlich find, lind auch einan- 
der felbft ähnlich. 

♦ . * 

Es feyen die bey den geradlinigen Figuren A, B dec 
C ähnlich, fo behaupte ich, dafs auch die A der B ähn- 
lich fcy. 

■ 

Beweis, Da die geradlini- 
ge Figur A der C ähnlich ift, 
fo ift de (6, 1. Erkl.) ihr 
auch gleichwinkelig, auch find 
in derfelben die um die glei- 
chen Winkel liegenden Seiten 
proportionirt. Ferner, da die 
geradlinige Figur B der. C ähn- 
lich ift, fo ift fie ihr auch gleichwinkelig, und es find in 
derselben die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
proportionirt i beyde geradlinige Figuren A, B alfo find 
der CT gleichwinkelig , und in beyden find die um die glei- 
chen Winkel liegcjadejj^ Seiten proportionirt; folglich ift 
aucbAdta- geradlinige Figur A der B gleichwinkelig, und 
die am die gleichen Winkel liegenden Seiten find (5, 11. 
Sj in beyden proportionirt, und mithin ift (6» u Erkl,) 
die A 4er B ähnlich w* z. e, w. 




22. Saz. 

* i i 

LeJirfaz. Wenn vier gerade Linien pro- 
portionirt find, fo find die auf ihnen befchrie- 
Denen ähnlichen und ähnlich liegenden gerad- 
linigen Figuren auch proportionirt; und weöa 
die über vier geraden Linien befchriebenen 
ähnlichen und ähnlich liegenden geradlinigen 
Figuren proportionirt find, fo find auch die 
geraden Linien proportionirt. 



1 . • 



N * 



E» 
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Es feyen die vier geraden Linien AB, CD, EF, 
GH, proportionirt , fo dafs die AB zu der CD fich ver- 
halte wie die EF zu der GH, und man befchreibe über 
den Linien AB, CD die ähnlichen und ähnlich liegenden 
geradlinigen Figuren KAB, LCD, über den Linien EF, 
GH aber die ähnlichen und ähnlich liegenden geradlinigen 
Figuren MF, NH, fo behaupte ich, dafs die geradlinige 
Figur KAB zu der LCD (Ich verhalte wie die MF zu 

derNH. 

> 

Beweis. A Man nehme 
(5, Ii. S.) zu den beyden 
AB, CD die dritte Pro- 
portionallininie O, 2u den - 
beyden EF, GH aber die 
dritte Proportiönallinie P. 

Da nun die AB zu der 
C D fich verhält wie die 
EF zu der GH, die CD 
aber zu der O wie die GH 
zu der P, fo verhält fich £ | 
(5, 22. S.) auch gleichför- 
mig die A B zu der O wie 
die EF zu der P. Aber 
verhält (6. 10. Zuf 2.) fich / 
die AB zu der 0 wie die geradlinige Figur KAB zu der 
LCD, und dicEF zu der P wie die geradlinige Figur 
MF zu der NH; folglich (5, 11, S.) die KAB zu der 
LCD wie die MF zu der NH. 

Et verhalte (ich aber nun die geradlinige Figur KAB 
zu der LCD wie die MF zu der NH, fo behaupte ich, 
dafs auch die Aß zu der CD (ich verhalte wie die EF zu 
der GH. Man mache (6, 12. S.) die AB zu der CD wie 
die EF zu der QR und befchreibe (6*, ig. S.) über der 
QR eine der MF oder NH ähnliche und ähnlich liegende 
geradlinige Figur SR. 

Da nun die AB zu der CD fich verhält wie die EF 
su der QR, und über den beyden AB, CD die ähnlich 

lie- 
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rn geradlinigen Figuren KAB, LCp, über den bey-^ 
den EF, QR aber die ähnlichen und ähnlich liegenden ge- 
radlinigen Figuren MF» SR befchrieben find, fo verhält 
lieh, nach dem erften Theile des Beweifes, die KAB zu 
der LCD wie die MF zu der SR. Es ift aber angenom- 
men, dafs die geradlinige Figur KAB zu der LCD (ick 
verhalte wie die MF zu der NH. Die geradlinige Fi- 
,gur MF alfo hat (5, n. 'S.) zu den beyden NH, SR 
einerley Verhältnifs; folglich ift ($, 9. $.) die geradlinige 
Figur N H der V S R gleich. Sie ift ihr aber auch ähnlich 
und ähnlich liegend; folglich ift, nach dem folgenden Lehn- 
faze, die GH der Q_R gleich. Da nun die AB zu der 
CD fich verhalt, wie die EF zu der Q_R 9 die QJl aber 
der GH gleich ift, fo verhält (ich (5, 7. S.) die AB zu 
der CD Wie die EF zu der GH. 

Wenn demnach vier gerade Linien proportionirt find 
u. f. w. w. z. e. w. 

Lehnfaz. Dafs« aber, wenn geradlinige 
Figuren gleich und ähnlich find , ihre horao- 
lpgen Seiten einander gleich feyen, kann auf 
folgende Art gezeigt werden. 

Es feyen die geradlinigen Figuren NH, SR gleich 
und ähnlich ,' und es verhalte fich die HG zu der GN wie 
die RQ.2U der QS, fo behaupte ich, dafs die RQ^ der 
HG gleich fey. 

Beweis* Denn wären fie ungleich, fo 
müßte die eine von ihnen größer, als die 
andere', feyn. Es fey die RQ_ größer, als 
die HG. Da nun dje R Q_ zu der QS fich 
verhält wie die HG zu der GN, fo ver- 
hält fich (5, i6\ S.) auch verrvechfeh die 
RCLzu der HG wie die Q_S zu der G N. 
Es ift aber die QR grötfer , als die H G, 
folglich auch die QS größer, als die GN, 
und mitbin ift (6, 20. S.) auch die geradlinige^ Figur RS 
großer, als die HN, Sie ift aber auch gleich, welches tin- 
, . mög- 
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möglich ift. Demnach ift die QR der GH nicht ungleich, 
alfo gleich» w. z. e. w. 

23. S az. 

Lehrfaz. Gleichwinkelige Parallelogram- 
me haben zu einander ein Verhäknifs, das 
aus den Verhältniffen ihrer Seiten zufammen- 
gefezt ift. 

Es feyeu die gleichwinkeligen Parallelogramme AC, 
CF, in welchen der Winkel BCD dem Winkel E CG 
gleich fey, Co behaupte ich, dafs das Parallelogramm AC 
zu dem Parallelogramme CF ein Verhäknifs habe, das aus 
den VerhihnifTcn der Seiten zufammengefezt fey, das heifst, 
aus dem Verhältnis der BC zu der CG und aus dem 
Verhältnifle der DC zu der CE, 

Beweis. Man bringe A D 

die BC mit der CG in ez- / 7 1H 

ne gerade Linie, fo ift (i, / / / 

14. S.) auch die DC mit R B ~' G 

der CE in einer geraden ^ 
Linie« Man vollende hier- jV| — 
auf das Parallelogramm DG, 
nehme eine gerade Linie K j? 
an, und' mache (6, 12« $,) v 
die BC zu der *CG wie die K zu der L, und die DC zu 
der C E wie die L zu der M. 

y I 

Die Verhältnifle der K zu der L und der L zu der 
M find alfo einerley mit den Verhältniflen der Seiten, 
nämlich der BC zu der CG, und der DC zu der,CE. 
Aber (6, 5. Erkl.) ift das Verhähnifs der K zu der M 
aus dem Verhältnifle der K zu der L und der L zu der M 
cufammengefezt ; folglich hat auch die K zu der M ein 
Verhähnifs, das aus den Verhähiiiflcn der Seiten zufam- 
mengefezt ift. Und da (6, 1. S.) die BC zu der CG 
fich verhält wie das Parallelogramm AC zu dem Parallelo- 
gramme CH, aber auch die BC zu der CG wie die R zn 

der 
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der L, fo verhalt fich (5, 11. S.) 'auch die K zu der L 
wie das Parallelogramm AC zu dem Parallelogramme CH. 
Da ferner (6, t. S.) die DC zu der CE fich verhält wie 
das Parallelogramm CH zu dem Parallelogramme CF> 
aber auch die DC zu der C£ wie. die L zu der M, fo 
verhält Geh (5, 11. S.) auch die L zu der M wie das 
Parallelogramm CH zu dem Parallelogramme CF. Da nun 
gezeigt worden ift, dafs die K zu der L fich verhalte wie 
das Parallelogramm AC zu dem Parallelogramme CH, 
und die L zu der M wie das Parallelogramm, CH zu dem 
Parallelogramme CF, fo verhält fich ($, %u S,) auch 
gleichförmig die R zu der M wie das Parallelogramm AC 
zu dem Parallelogramme CF. Die K aber hat zu der M 
ein Verhältnifs, das aus den Verhältniffen der Seiten zu- 
fammengefezt ift; folglich hat auch das Parallelogramm 
AC zu dem Parallelogramme CF ein Verhältnifs, das aus 
den VerhältnuTcn der Seiten zufammengefezt ify 

4 * • « * * 

Demnach toben gleichwinkelige Parallelogramme u. 
f, w. w, z. e. w. 



«4. S a z. 



• 1 



Lehrfaz. In jedem Parallelogramme find 
die um die Diagonale herumliegenden Paral- 
lelogramme fowohi dem ganzen als auch ein- 
ander felbft ähnlich. 

- * 
Es fey das Parallelogramm ABCD, deflen Diagouale 
AC, um die Diagonale AC 
aber liegen die Parallelogram- 
me EG, HR, fo behaupte ich, 
dafs die Parallelogramme EG, 
HR fo wohl dem ganzen 
ABCD, als auch einander 
felbft, ähnlich feyen. 

Beweis. Da mit der Seite 
B C des Dreyccks ABC die EF 

par. 



» 1 


\f i 


1 I 


1 ■ 

I 1 a 

\ r 



Di 
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parallel gezogen ift, fo verhalt 
ikh (<5, 2. S ) die BE zu der 
E A wie die GF zu der FA. 
Da ferner mit der Seite CD 
des üreyecks ACD die FG 
parallel gezogen ift, fo verhält 
(ich die CF zu der FA wie 
die DG zu der GA. Es ift 
aber gezeigt worden , dafs die 
CF zu der FA lieh verhalte wie die BE zu der EA; 
folglich verhält (ich (5, 11. S.) auch die B E zu der EA 
wie die D G tu der GA, und ($, ig. S.) verbinden die 
BA zu der AE wie die DA zu der AG, und (c, 16 S.) 
verrtecbfelt , die BA zu der AD wie die AE zu der AG. 
Demnach find in den Parallelogrammen ABCD, EG die 
.um den gemeinfehaftlichen Winkel BAD liegenden Seiten 
proportionirt. Und weil die GF der DC parallel ift, fo 
ift (x, Z9* S.) der Winkel AG F dem Winkel AD C, der 
Winhcl GFA aber dem Winkel D C A gleich , und der 
Winkel D A C ift beyden Dreyeckcn ADC, AGF gemein- 
schaftlich; folglich ift das Dreycck ADG dem Dreyecke 
AGF gleichwinkelig. Aus eben den Gründen ift auch das 
Dreycck ABC dem Dreyecke A E\F gleichwinkelig; folg- 
lich ift das ganze Parallelogramm ABCD dem Parallelo- 
gramme EG gleichwinkelig, demnach verhält fich (6*, 4. 
S.) die AD zu der DC wie die AG zu der GF, die DC 
zu der CA wie die GF zu der FA, die AC zu der CB 
wie die AF zu der FE, und die CB zu der BA wie die 
FE tu der EA. Da min gezeigt worden Ht, dafs die DC 
au der CA fich verhalte wie die GF zu der FA, und die 
A C zu' der C B wie die A F zn der FE, fo verhält fich 
auch gleichförmig , ('5, 32. S.) die DC zu der CB wiedie 
GF zu <J#c FE; demnach find in den Parallelogrammen 
ABCD, EG die um die gleichen Winkel liegenden Seiten 
proportionirt, und daher (6, 1. Erkl.) das Parallelogramm 
ABCD dem Parallelogramme EG ähnlich. Aus eben den 
Gründen inVdas Parallelogramm ABCD auch dem Parallelo- 
gramme H K ähnlich; die beyden Parallelogramme EG, HR 

•lfo 
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alfo find dem Parallelogramme* A B C D ähnhlich. Geradli- 
nige Figuren aber» die eiuer und dcrfelben ähnlich find» find 
(6, ai. S.) auch einender felbft ähnlich; folglich ift das Par- 
allelogramm EG dem Parallelogramme H K ähnlich. 

Demnach find in jedem Parallelogramme u, f. w. W. 



25. S az* 



Aufgabe. Eine geradlinige Figur zu ma- 
chen, die einer gegebeneav'ähnlich, und einer 
andern gegebenen gleich fey. 

Es fey die gegebene geradlinige Figur» welcher man ei- 
ne andere ähnlich machen foll, die ABC, und die, wel- 
cher man eine andere gleich machen foll ,' die O , und man 
foll eine geradlinige Figur der ABC ähnlich und der P 
gleich machen« 

Auflofung. Man feie (1, 44. u 4 45. S.) auf die Linie 
BC das Parallelogramm BE das dem Dreyecke ABC gleich 
fey» auf die Linie CE äber das Parallelogramm CM, das 
der Figur D gleich fey, unter dem Winkel FCE, der dem 
Winkel CBL gleich fey, fo ift (1 , 14. S.) die BC mit 
der CF und die LE mit der EM in einer geraden Linie. 
Man nehme nun (6, 13. S.) zu den beyden BC, CF die 
mittlere Proportionallinie GH, und befchreibe (6, ig* S.) 
über der GH die» geradlinige Figur K GH, die der ABC 
ähnlich fey, und ähnlich liege. 

Beweis. Da die BC zu 
der GH fich verhält wie die 
GH tu der CF, aber wenn 
drey gerade Linien proportio» 
Hirt find (6, 20. Zuf. 2.) die 
erfte zur dritten fich verhält 
Wie die geradlinige Figur über M l 
der erften iu der ihr ähnli- 
chen und ähnlich liegenden 
geradlinigen Figur über der 

zweyten» fo verhält fich die f f i # 

BC 
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8C zu der CF Wie das Drcy. 
eck ABC zum Dreyecke KGH. 
Aber (6, i. S.) verhält fich 
die ßC xu der CF wie das 
Parallelogramm BE zu dem 
Parallelogramme EF; fplglich 
verhilf (ich das Dreyeck ABC 
zum Dreyecke KGH wie das' 
Parallelogramm BE zum Par- 
allelogramme EF. Es iu^aber 
das Dreyeck ABC dem Paral- 
lelogramme BE gleich; folg- 
lich ift auch das Dreyeck KGH 

dem Parallelogramme E F gleich. Das Parallelogramm E F 
aber ift der geradlinigen Figur D gleich; folglich ift auch 
das Dreyeck KGH der geradlinigen Figur D gleich. Es 
ift aber das Dreyeck KGH dem Dreyecke ABC ähnlich. 

Demnach ift die geradlinige Figur KGH der gegebe- 
nen ABC ähnlich und einer andern gegebenen gleich ge- 
macht worden, w. «, v. w. 




26. S a z. 

Lehrfaz. Wenn man von einem Paralle- 
logramme ein Parallelogramm wegnimmt, das 
dem ganzen ähnlich ift und ähnlich liegt, 
■und mit ihm einen gemeinfehaftlichen Winkel 
hat, fo liegt es mit dem ganzen um einerley 
Diagonale. , 

1 m 

Von dem Parallelogramme AB CD werde das Paralle- 
logramm AEFG weggenommen, das dem ABCD ähnlich 
fey und ähnlich liege, und mit ihm den Winkel DAß 
gemein habe, fo behaupte ich, dafs das Parallelogramm 
ABCD mit dam Parallelogramme AEFG um einerley 

Diagonale liege« t < 

■ 
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Beweis. Gefeit dies wäre A G D 

nicht, fondern es wäre die Mög- 
lichkeit angenommen, die Diago 
nale beyder die AHC, fo ziehe 
man durch den Punkt H mit der 
AD oder BC die HK parallel. 
Da nun das Parallelogramm ABCD 
mit dem Parallelogramme KG um 

einerley Diagonale liegt, fo ift (6, 24. S.) das Parallelo- 
gramm ABCD dem Parallelogramme KG ähnlich; folglich 
verhält fich (6, 1. Erkl.) die DA zu der AB wie die G A 
zu der AK. Aber wegen der Aehnlichkeit der Parallelo- 
gramme ABCD, EG verhält fich die DA zu der A B wie 
die GA zu der AE; folglich auch (5, II, S.) die GA zu 
der AE wie die GA zu der AK. Die GA hat alfo zu 
den beyden AK, AE einerley Verhäitnifs; folglich ift 
9. S.) die AE der AK, das heifst, die kleinere der gröf- 
fern , gleich, welches unmöglich ift; folglich liegt nicht 
das Parallelogramm ABCD mit dem Parallelogramme KG» 
fondern das Parallelogramm ABCD mit dem AG FE um 
einerley Diagonale. 

• . 

Wenn demnach von einem Parallelogramme u. f, w. 
w. z. e. w. 

27. Saz. 

Lehrfaz. Unter allen Parallelogrammen 
die auf einerley geraden Linie errichtet wer- 
den, und Parallelogramme zu Ergänzungen 
haben, die dem Paralleloeramme auf der 
Hälfte der Linie ähnlich find und ähnlich 
liegen , ift das auf der Hälfte der Linie er- 
richtete, was feiner Ergänzung ähnlich ift, 
das gröfste. ' % 

Es fey die gerade Linie AB, man halbire fie in dem 
Punkte C, und errichte über der AB das Parallelogramm 

AD, 



V ■ 
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AD, welches das Parallclngramm CE zur Ergänzung ha- 
be, das dem auf der Hälfte der Linie AB, das heifst auf 
der BC, befchriebenen ähnlich fey und ähnlich liege, fo 
behaupte ich, dafs unter allen Parallelogrammen, die auf 
der Linie AB errichtet werden, und Parallelogramme, die 
dem CE ahnlich find und ähnlich liegen, zu Ergänzungen 
haben, das Parallelogramm AD das gröfste fey* Denn 
man errichte auf der Linie AB das Parallelogramm AF, 
welches das Parallelogramm KH, das dem CE ähnlich ift, 
und annlich liegt, zur Ergänzung habe, fo behaupte ich, 
dafs das Parallelogramm AD gröfTer fey, als das Paralle- 
logramm A F. 

Beweis. Da das Parallele D E 

gramm CE dem Parallelogram- 
me KH ähnlich ift» fo liegen 
fie (tf, 26. S.) um eineriey 
Diagonale, man ziehe ihre Dia* 
gonale DB, und vollende die 
Figur. Da nun (1, 43. S ) das * 

Parallelogramm CF dem Par- A C K B 

allelogramme FE gleich ift, fo feze man zu beyden das 
Parallelogramm KH, fo ift dars ganze CH dem ganzen KE 
gleich. Aber (1, 36. S,) ift das Parallelogramm CH dem 
Parallelogramme CG gleich, weil die Linie AC der CB 
gleich ift; folglich ift auch das Parallelogramm CG dem 
Parallelogramme E K gleich. Man feze zu beyden das gc* 
meinfehaftliche CF, fo ift das ganze AF dem Gnomon 
LMN gleich; folglich ift das Parallelogramm CE, das ift 
(1, 36. S.) ' das Parallelogramm AD größer, als das Par- 
allelogramm AF. 

Es fry nun wiederum die AB H E G F 
in dem Punkte C halbirt, und auf 
derfelbcn das Parallelogramm A L 
errichtet, welches das CM zur 
Ergänzung habe, und man er- 
richte ferner auf der Linie' AB 
das Parallelogramm AE, weichet 
das DF *ur Ergänzung habe, was 

dem 
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dem auf der Hälfte von AB errichteten, nämlich dein CM, 

ähnlich ift und ähnlich liegt, fo behaupte ich, dafs da* 

Parallelogramm AL, das auf der Hälfte errichtet ift, gröf- 

fer fey, ab das Parallelogramm AE. 

» * « , • » 1 

Denn da das Parallelogramm DF dem CM ähnlich ift* 

fo liegen fie (5, 26. S.) um einerley Diagonale. Es fey 
ihre Diagonale EB, und man vollende die Figur. Da nun« 
(1, 3$. S.) das Parallelogramm LP dem LH gleich ift, 
denn die FG ift der GH gleich, fo ift das Parallelogramm 
LF großer, als das EK. Es ift aber (1 , 43. S.) das Par- 
allel ogjramm LF dem DL gleich; folglich ift auch das Par- 
allelogramm DL gröfler, als das EK. Man feze zu beyden 
das Parallelogramm KD, fo ift das ganze AL gröfler, als 
das ganze AE. * 

• # * * 

Demnach ift unter allen Parallelogrammen u. f« w» w. 
s. c. w. 

- . 

2S« Sa z. 

> ■ f 

Aufgabe. Auf einer gegebenen geraden 
Linie ein Parallelogramm zu befchreiberi, das 
einer gegebenen geradlinigen Figur gleich 
fey, und zur Ergänzung ein Parallelogramm 
habe, das einer andern gegebenen Figur ähn- 
lich fey, unter der Bedingung, dafs die ge- 
gebene geradlinige Figur, welcher die an- 
dere gleich gemacht werden foll, nicht gröf- 
fer fey, als das Parallelogramm auf der Hälf- 
te der Linie, und dafs die Ergänzung des 
Parallelogramms auf der Hälfte der Linie und 
das Parallelogramm, dem die Ergänzung des 
erften ähnlich feyn foll, einander ähnlich 
feyen. 

k I 

Es fey die gegebenen gerade Linie Afc, die gegebene 
geradlinige Figur, welcher man eine andere auf der Linie 
AB gleich machen foll, fey C, und diefe fey nicht gröfler, 

als 
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H 



P F 



als das Parallelogramm auf der Hälfte der Linie , auch feyen 
die Ergänzungen einander ahnlich» die Figur aber, welcher 
die Ergänzung ähnlich feyn foli, fey D , und man foll auf 
der gegebenen geraden Linie Ä B ein der .gegebenen gerad- 
linigen Figur C gleiches Parallelogramm befchreiben, wel- 
ches ein der Figur D ähnliches Parallelogramm zur Ergän- 
zung habe. 

; Auflöf ung u. Beweis. 
^fan halbirc (r, io, S.) 
die A B in dem Punkte 
E, befchreibe (6» i8* 
§♦) eine der D ähnliche 
und ähnlich liegende Fi- 
gur EBFG, und ergänze 
das Parallelogramm AG, 
foin\dasParaIlelogramm 
AG , vermöge der Be- 
dingung, der Figur C 
entweder 'gleich, oder ' 
gröfler, als fie. Wenn 
nun das Parallelogramm 
AG der Figur C gleich 
ift , fo ift das verlangte 
gefchehen, denn es ift 

auf der geraden Linie A B ein Parallelogramm A G errichtet 
worden , das der gegebenen geradlinigen Figur C gleich ift» 
und ein Parallelogramme EF, das der Figur D ähnlich ift» 
zur Ergänzung hat. Ift aber das Parallelogramm A G der 
Figur C nicht gleich, fo ift es gröfler, als die Figur C. Ef 
ift aber das Parallelogramm AG dem Parallelogramme EF 
gleich; folglich ift auch das Parallelogramm EF gröfler, 
als die Figur C, Dem Uebcrfchuflc aber um welchen das 
Parallelogramm EF die Figur C übertrifft, mache man das 
Parallelogramm KLMN gleich, uiid zugleich der Figur D 
ahnlich und ähnlich liegend (6, 25. S.). Aber die Figur D 
ift dem Parallelogramme £F ähnlich; folglich ift auch das 
Parallelogramm K M dem Parallelogramme EF ähnlich. Es 
fey die gerade Linie LK, der GE, und die Linie LM der 

CF 
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QF homolog. Da nun das Parallelogramm EF den Figu- 
ren C, KM gleich iß, fo ift EF 'tröffer, als KM; fplg- 
lich ift (6, 20. Zuf # ) die Linie GE größer, als di« KL, 
und die 6F größer, als die LM. Man mache (i, 3. S.) 
die GO der LK und die GP der LM gleich, und ergän- 
ze (1, 31. S.) das Parallelogramm OGPQ^ A> ift (6, 24. 
S.) das Parallelogramm; OP dem Parallelogramme K M gleich 
nnd ähnlich. Das Parallelogramm K M aber ift dem EF 
ähnlich; folglich ift auch (6 9 ti. S.) das Parallelogramm 
OP dem EF ähnlich, und mithin liegt '(6, 26\ S.) das 
Parallelogramm OP mit dem EF um einerley Diagonale. 
Es fey ihre Diagonale GQ_B, und man vollendete Figur. 
Da nun das Parallelogramm EF den Figuren C, KM, das; 
Parallelogramm KM aber dem PO gleich ift, fo ift auch 
der Reft, der Gnomon VWX dem Refte, der Figur C, 
gleich. Da nun "(i, 43. S.) - das Parallelogramm PR den} 
OS gleich iß, fö feze man zu beyden das geroeinfchaftJi- 
che RS hinzu, und es ift das ganze PB dem ganzen OB 
gleich. Das Parallelogramm OB aber ift (1, 36. S*) dem 
Parallelogramme XE gleich, weil auch die Seite AE diu? 
Seite EB gleich ift; folglich ift auch das Parallelogramm 
TE dem Parallelogramme PB gleich. Man feze zu beyden 
das gemeinfchaftliche.OS» fo ift das ganze TS dem ganzen 
Gnomon VWX gleich» Von dem Gnomon VWX aber ift 
gezeigt worden, dafs er der Figur C gleich fey; folglich 
ift auch das Parallelogramm T S der Figur C gleich. 

Demnach ift auf der gegebenen geraden Linie AB ein 
der gegebenen geradlinigen Figur C gleiches Parallelogramm 
TS errichtet worden,, welches das der Figur D ähnliche 

Parallelogramm RS zur Ergänzung hat, w. z* v* w, 

« 

29. S a 4 

.... 

Aufgabe. Auf einer gegebenen geraden 
Linie ein Parallelogramm zu befchreiben, das 
einer gegebenen geradlinigen Figur gleich fey, 
und ein Parallelogramm zum Ueberfchuife 

/ habe, 
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M 



N 




habe, das einer andern gegebenen geradlini- 
gen Figur ähnlich fey. 

Es fey die gegebene gerade Linie AB, die gegebene 
geradlinige Figur, welcher eine andere auf der Linie AB 
gleich werden foll, fey C, diejenige aber, welcher der 
Ueberfchufs ähnlich feyn feil, fey D, und man foll auf 
der Linie AB ein der geradlinigen Figur C gleiches Paral- 
lelogramm errichten > <las ein der Figur D ähnliches Par- 
allelogramm zum Uebcrfchufle habe, 

Aaßöfung. 
Man halbire ( i , 
9. S.) die Linie 
A B in dem Punk- 
te Et und befchrci- 
be (5, i8. S.) auf 
dqr Linie Eft ein 
der Figuf D ähnli- 
ebes und ähnlich 
Kegendes Paralle- 
logramm E L, und 
(6, 2*. S.) das 
Parallelogramm GH, das den Heyden EL, C gleicht und 
der Figur D ähnlich fey und 3hnliJi liege, fo ift das Par- 
allelogramm GH dem EL ähnlich. Nun fey RH die der 
Seite FL, KG aber die der Seife FE homologe Seite. Da 
nun das Parallelogramm GH größer ift, als das Parallelo- 
gramm EL, fo* ift auch die gerade Linie KH gröfTcr, als 
die FL, und die KG größer, als die FF. Man verlängere 
die FL, FE, mache (i , % S.) der KH die FLM, der KG 
die FE N gleich, und vollende das Parallelogramm MN, fo 
ift MN dem GH gleich und ähnlich. Aber das Parallelo- 
gramm GA ift dem EL ähnlich, folglich ift auch das Par- 
allelogramm MN (5, 21. S.) dem EL ähnlich, und mithin 
liegen fie a6. S.) um einerley Diagonale. Mau ziehe 
ihre Diagonale FO, und vollende die Figur. 

Beweis. Da das Parallelogramm G H den Figuren E L, 
C, aber auch dem Parallelogramme M N gleich ift, fo ift 

auch 
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auch MN den Figuren FL, C gleich. Man nehme das ge- 
ttcinfchafdiche EL weg, fo ift der Reft, der Gnombn 
1^XY , der Figur C gleich. Und da die Linie ea der E B 
gleich ift, ft ift (1 , ?6. S.) auclr das Parallelogramm AN 
dem Parallelogramme NB, das heifst (t, 43. S) dem LP, 
gleich. Man fexe das gemeinfchaftliche EO hinzu, fo ift 
das ganze AO dem Gnomon WXY gleich. Aber der Gno- 
mon WXY ift der Figur C gleich ; folglich ift auch das 
Parallelogramm AÖ der Figur C gleich* 

p 

Demnach ift auf der gegebenen geraden Linie AB ein 
der gegebenen geradlinigen Figur C gleiches Parallelogramm 
A O errichtet worden , welches zum Ueberfchufle das der 
Figur D ähnliche Parallelogramm pq^hat, w. »♦ v. w» 

j 

30. S a z. 

Aufgabe. Eine gegebene begränzte gera- 
de Linie nach äurterera und mittlerem Ver- 
hältniffe zu theilen. 

Es fry die gegebene begrenzte gerade Linie A B , und 
man foli diele nach äußerem und mittlerem Verhältnifle 
tbeilcm 



Anflöfung. Man mache 
(1 » 46. S.) von der A B das 
Quadrat BC, und befchreibe 
(6, 29. S.) auf der AC das 
dem Quadrate B c gleiche Par- 
allelogramm CD» das die der 
BC ähnliche Figur AD zum 
Ueberfchuffe habe. 



r 

•*• 






E L 



ß 



Beweis. Da BC ein Quadrat ift, fo ift auch AD ein 
Quadrat. Da BC dem Parallelogramme CD gleich ift, fo 
nehme man das gemeinfchaftliche CE weg, und es ift auch 
der Reft B P dem Refte a d gleich. Er ift ihm aber auch 
gleichwinkelig, folglich find (6, 14. S.) die um die glei- 
chen Winkel liegenden Seiten der Figuren BF, AD um- 

O ge* 
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gekehrt proportionirt, und es 
verhält (ich mithin die FE tu 
der £ D wie die A E zu der E B. 
Es ift aher auch (i , 34* S.) 
die FE der AC, das ift, der 
A B, und die E D der A £ gleich ; 
folglich verhält fich die ab xu 
der ae wie die AB' ku der 

EB. Aher die AB ift großer, all die Als (olglich ift 
auch die AE größer, als die EB. 

Demnach ift die gerade Linie AB in dem Punkte E 
nach äußerem und mittlerem Vcrhältnifle getteilt, und ihr 
größerer Abfchöitt ift ab, w, a, v. w. 




Anderes Verfahren. 

Es fey die gerade Linie ab gegeben; und man foll 
fie nach äußerem und mittlerem Verhältmfle {heilen. 



Anßöfung. Man fchneide (2, 11. S.) die AB 
in dem Punkte C fo, dafs das Rechteck aus den 
Linien AB, BC dem Quadrate der Linie AG 
gleich fey. 

Beweis. Da nun das Rechteck aus den Li- 
nien ab» BC dem Quadrate der Linie A c gleich 
ift, fo verhält fich (6, 17. S.) die AB 2U cjer 
A q wie die AC zu der C B ; folglich ift (6 , 3, 
ErklJ die AB nach äußerem und mittlerem Vcr- 
hältnifle getheilt, w. x. v. w. 



C- 



A- 



31. Sa 



z. 



Lehrjaz. In rechtwinkeligen Dreyecken 
ift die Figur auf der dem rechten Winkel ge- 
genüberliegenden Seite den ihr ähnlichen , und 
ähnlich liegenden Figuren auf den einfchlies- 
fenden Seiten gleich. 



Es 
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Bs fey das rechtwinkelige Dreycck ABC, deflen rech- 
ter Winkel BAC, 1b behaupte ich, dafs die Figur auf 
der BC den ihr ähnlichen und ähnlichliege aden Figuren auf 

den Seiten B A , a c gleich fey, 

• 

Berveif. Man fälle dai 
Löth a D. Da nun in dem 
Dreyccke ABC von dem 
rechten Winkel A nach der 
Grundlinie BC da* Loth A D 
gefallt worden ift, fo find 
(6» 8« S) die an dem Lo- 
the liegenden Dreyecke abd, 
ADC, fowohl dem ganzen 
als auch einander felbft ähnlich. * Und da da« Dreyeck- 
ABC dem Drtytckc abd ähnlich ift, fo verhalt fich die 
C B zu der B A wie die AB tu der B D. Da oud hier 
drey gerade Linien proportionirt find , fo verhält fich 
(6, to. Zuf. a.) die erfte zur dritten wie die Figur ajif 
der erften zu der ihr ähnlichen* und ähnlichiiegenden Tf* 
gur auf der zweyten. Demnach verhält fich die C B zu 
der BD wie die Figur auf der CB zu der ihr ähnlichen 
und ähnlichiiegenden Figur auf der BA. Aus eben den 
Gründen verhält fich auch die CB zu der CD wie die Fi- 
gur auf der B C zu der Figur anf der Ca; folglich ver- 
hält fich auch die. B C 7U den BD» DC wie die Figur auf 
der B C zu den ihr ähnlichen und ähnlichiiegenden Figu- 
ren auf den B A , AC, fis ift aber die B C deu be ydea 
BD, DC gleich, folglich ift die Figur auf der BC den ihr 
ähnlichen und ähnlichiiegenden Figuren auf den beyden 

a • a • • 

BA, AC gleich. 

Demnach ift in rechtwinkeligen Dreyecken die Figur 
», f. w« w, a, e» w. 



Änderet Beweis» 



■ > ... — ■ 



Da (£, 13. S.) ähnliche Figuren 1h iweymal höherem 
Verhäitnifle ihrer homologen Seiteh flehen, fb hat die Fi- 
gur auf derBC zu der Figur auf der BA ein iweymal 

O % hö- 
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höherei Verhältnis, als die 
BC zu der BA. Aber (6, 
%o Zuf. i«) hat auch das 
Quadrat von def BC zu 
dem Quadrate von der B A 
ein zweymal höheres Vcr- 
hältnifs, als die B C zu der 
BAi folglich verhält (ich 
($, it. S.) die Figur auf 
der BC zu der Figur auf 

der B A wie das Quadrat der B C zu dem Quadrate der 
BA. Aus gleichen Gründen verfält (ich auch die Figur 
auf der BC zu der Figur auf der CA wie dis Quadrat 
von der B C zu dem Quadrate von der CA., und mithin 
die Figur auf der BC zu den Figuren auf den BA, AC 
wie das Quadrat von der B C zu den Quadraten von den 
BA, AC. Aber (t, 47 S.) ift das Quadrat von der BC 
den Quadraten von den BA, AC gleich ; folglich ift auch 
dia^ Figur auf der B C den ihr ähnlichen und ähnlichliegen- 
den Figuren . auf den beydeu BA, ac gleich w. z. e, w« 



32. Saz. 

1 * 

Lehrßyz. Wenn man zwey Dreypcke, in 
welchen zwey und zwey Seiten einander pro- 
pörtionirt find , mit einem Winkel fo an ein- 
ander bringt, dafs ihre homologen Seiten par- 
allel find, fo liegen die übrigen Seiteil der 
Dreyecke in einer geraden Linie. 

Es feyen zwey Dreyecke ABC, DGC, in welchen die 
zwey Seiten BA, AC den zwey Seiten. CP, DE proportio 
nirt feyen , fo dafs die B A zu der A c (ich verhalte wie 
die CD lu der D E , e« fey aber die AB der D C , und 
die A C der d E parallel , fo behaupte ich > dafs die B C 
mit der CE in einer geraden Linie liege. 

Et- 
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Beweis. Da die A B der D C 
parallel ift, und beyde von der 
Li ie AC gefchnitten werden» fo 
find (ii 29. S.) die Wechfcl Win- 
kel BAC, ACD einander gleich« 
Aus eben dem Gründe ift auch der 
Winkel CDE dem ACD gleich; 
folglich ift auch der Winkel BAC 
dem CDE gleich; «Da nun A B G$ 
BCE zwey Drey ecke find, in, wel- 
chen, der Winkel bey A dem Winkel bey D gleich ift» 
un<$ die um die gleichen Winkel liegend cn Seiten propor- 
tionirt find, die BA/näntfich zu der AC wie die CD *u 
der DE, fo, ift (6 , 6* S») das Dreyeek- ABC dem Drey« 
ccire dCe gleichwinkelig; folglich der Winkel A B C dem 
dem Winkel d C E gleich. Es ift aber gezeigt worden» 
dafs auch der Winkel ACD dem Winkel BA C gleich feyj 
folglich ift der ganze Winkel A C 3. den beyden A B C, B A C 
gleich. Man feze d*en g'emeiufcbaftlichen AGB hinzu, fo 
find die Wiukel ACE, ACB den Winkeln ABC, BAC, 
acb gleich. Aber (i, 3*. find .die. Winkel BAC, 
ACB, ABC zwey rechten gleich; . folglich» find auch die 
Winkel ACE, ACB zwey rechten gleich. Es machen alfo 
an de u Punkte C der Linie A C zwey gerade Linien BCi 
CE, die nicht nach einerleyi Seite au liegen, die Neben- 
winkel ACE, ACB zwey rechten gleich; folglich liegt 
(i> 14. S.) die BC,. mit der CS in einer ^geraden 
Linie, \ » 

■* • _ 

Wenn demnach Wey Dreyeckc in welchen zwey und 
zwey Sehen u, f # w. W. z, e t w. 



32. S a z. 



Lehrfaz.\ In gleichen Kneifen haben fc> 
wohl die Central winkel als die Peripheriewin- 
kel einerley Verhältnifs mit ^den Bogen , auf 
welchen fie-ftehen; auch die Ausfchnitte ver- 
halten ilch wie ihre Bögen. 

* J Es 
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Es feyen die |Ieichen n Kreife ABC, ,DEF, und an de- 
ren Mittelpunkten, G , H feyen die Winke! BGC, E h r , 
•n den Peripherien, aber die Winkel BA.C, edf, fo be- 
haupte. ich» daß der Bogen BC, zum Bogtn FF, /Ich ver- 
halte Wie der Kinkel BGC mm Winkel EHF, der Winkel 
5AC, tum 1 Winkel £PF 3 und der Au*Khnitt GBC zum 
AMsfchnitte Hf F, \ tr ■ : 



Beweis. M*n mache 
dem Bogen fic die Bogen 
CK, kL nnd fo weiter, 
fo viel man will , dem Bo- 
gen E F aber die- Bogen 
FM, MN, und fo -weiter, 
fo viel man will, gleich, 
und ziehe die gk, gl, 

HM, HN, 

Da nun die Bogen B fc, 
CK, KL einander gleich 
find, fo find auch die Win- 
kel BGC, CGK, KGL (3, 
#7. S. > einander gleich ; 
wi"vielfach alfo der Bogen 
BL von dem Bögen B C ift, 
ebenfovielfach ift der Win- 
JH BGL von dem Winkel 
BGC. Aus eben dem Grün 
de ift auch der Bogen en 
von dem Bogen ef. tbßh- 
fovielfach, als der Winkel 
fHN von Hein Winkel 
EHF. Auch ift f 3 , 27. ,S ) 
der Winkel BGL ebenfogroft, oder gröfler, oder kleiner, 
ala^der. Winjcel £ h n:, je nachdem der B-L ebenfogrofs, 
oder größer, oder kleiner ift, ais der Bogen EN. Da alfo 
hier, vier Größen iiud,, nämlich die zwey Bogen BC, BF, 
und die zwt y Winkel BGC, EHF, und man von dem 
Bogen bc und dem Winkel BGC als Gleich vielfache den- 

Bo- 
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Bogen BL Jjod j|en Winkel B GL, von dem Bogen EP 
und dem Winkel £ f^aber als Glejefevielfacbe den Bogen 
E N , und de« Winkel ekn genommen hat, und gezeigt 
Worden ift , dafs , je nachdem der Bqgen B L größer , eben- 
fbgrofs beider kleiner ift, \\s der Bogen EN, auch der 
Winkel B G l : gxöffer > ebentygrofs , oder kleiner fey, a|s 
der Wu*et e,h n, fo verhält fich (5 , * Ei«.) der Be- 
gen BC zum Bogen EF wi* der Winkel bgc zum Wjn- 
ker^HF. Aber £{?> i$yS.) verhält fich Jer Winkel tGC 
zum Artikel EHF w& der Winkel B.AC zum Winkel 
IDF, denn- jeder- voi\ beyden ift (3, 30. S») daö Doppelte 
des andern; folglich verhält fich auch der Bogen BC zum 
Bogen BF wie der Winkel BGC zum Winkel EHF, uud 
4ltr Winkel bac iu dem Winkel -EDP, 

In, ile/cHen Kreifen haben alfo ' fowoM die Centrak 
Winkel als die Pcripheriewiokei eineriey Verbältnifs mit 
den Bogen , auf welchen fie flehen, vi. z« e. w. 

Ick behaupte, aber ferger, dafs auch der Bogen BC 
Bogen E F fich verhalte Wie der Ausschnitt GBC zum 



Aus! chnuee • ü E F. 




f : ( 4 > 



Man zieht die B c, CK, nehme rn den Bogen 
Ck M di6 tl f unkte o, p an, und ziehe die BÖ, ÖC, cr^ 



Da nun die beyden BG, GC den beyden CG, GK 
gleich find, und gleiche Winker cinfcliiiefleh , fo ift: auch 

die 



■ 
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die Grundliuie bc der Grundlinie CK gleich* folglich ift 
(1,4. S.) ach das Treyeck G | C dtn Dreyetke GC* 
gleich. Und da der Boge i B C dem Bogen c k j'ecji ift, 
fo ift auch der übrige Bogen» der dicfcn znni Krcif ABC 
ergänzt, '3, Grundf.) dem übrig n Bogen, der den nämli- 
chen zu einerley Kreife ergänzt, gleich; folglich ift (3, 
27. S.) der Winkel BOC dem Winkel c PK gleich, und 
daher (3, if. Erkl.) der Abfehnitt BOÖ dem Abfchnitte 
CPK ähnlich , auch find beyle über den gleichen geraden 
Linien BC, CK. Aehnliche Kreisabfchnitte über gleichen 
geraden Linien aber find (3, 24. S J,«na'nder* gtei^ ; folg« 
lieh, in* der Abfehnitt BOC dein Abfchni tte cpk "gleich. 
Es ift aber auch das Dreyeck bgC v denx Preyecke g\k 9 
folglich der ganze Ausfchnitt <j*BC (i\ prundf.) dem gip- 
sen Ausfchnitte GCK gleich« Aus eben den Gründen U 
auch der Ausfchnitt GKL jedem deebey den GKC, G, 
gleich; folglich find die drey Ausfchnitte <3BC, GCj 
GKL, einander gleich, Aus eben den Gründen lind aj/ch 
die Auhfchnitte hefvhem, jimn einander gleich« Wie- 
vielfach alfo der -Bogen BL von dem IJofjerr tff« eben- 
fovielfach ift der Ausfchnitt GBL von dem Ausfchnitte 
<*BC, Aus gleichen. Gründen .{l auch der Bog$n f ]=; von 
^em, Bogel, ff e.fcenfovielfach , als der Ausfchjoitj^ H E fcf 
von dem Ausfchnitte HBF, auch ift, nach dem Er u Rie- 
men, jenichd^m ficr^Bogen BL eben(ogrofs, oder g^pfler, 
Oder kleiner ift ß\s- Jt?r Bogen EN,, auch der Ausfchnitt 
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GBL ebenfogrofs, oder größer, oder kleiner r «k der 

Ausfchaitt hen, Da nun hier vier dröflen, nämlich die 
twey Bögen BO» BF» und die zwey Ausfchnitte BCG, 
hef find, und man von dem Bogen BC und dem Auf» 
fchnitte GBC als . Gleich viel fache den Bogen B L und den 
Ausfchnitt GBL» von dem Bogen £F und dem Ausfchnit- 
te HBF aber a's Gleichvielfache den Bogen EN, und den 
Ausfchnitt HEN genommen hat , und gezeigt worden ift, 
dafs , jenachdem der Bogen B L. großer, ebcnfpgrdfsj jij cr 
kleiner ift, als der Bogen BN, auch der Ausfchnitt GBL 
größer, ebcnfogrofs, oder kleiner fey, als der Ausfchnitt 
HEN, fo verhält fich .($,-.$, ErktJ jjdfr 'JBogen BC sunt 
Bogen EP wie der Ausfchnitt GBC zum Ausfchnitte HEF» 

Zufaz. Hieraus erhellet ($, n. S.) dafs auch der 
Ausfchnitt zum Ausfchnitte fich verhalte wie der Winkel 
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Erklärungen. v. , 



, Ein Körper ift, was Länge, Breite und 
Dicke hat. 

3. Die Grante des Körpers ift eine Flache. 



3. Eine gerade Lini$ i/t auf einer Ebene loihr 
recht > wenn fie mit allen in derfelben 
Ebene liegenden und fie berührenden ge- 
raden Linien rechte Winkel macht. 

4« Eine Ebene ift auf einer andern lothrecht, 
wenn alle gerade Linien, die in der einen 
Ebene auf den gemeinfchaftüchen Durch- 
fchnitt beyder Ebenen lothrecht errichtet 
werden, auch auf der andern Ebene loth- 
recht ftehen. 

5, Wenn von dem oberen Endpunkte einer 
geraden Linie, die auf einer Ebene auf- 
gehellt ift, ein Loth auf die Ebene gefällt 
und von dem Punkte, da folches die Ebe- 
r . ne trifft, nach dem andern in der Ebene 

* ' lie- 
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liegenden Endpunkte der aufgefüllten Li* 
nie eine Linie gezogen wird, fo> helfet der 
fpize -Winkel ', welcher von der gezogenen 
..und der aufgehellten geraden Linie ein* 
gefchloffen wird, die Neigung der Linie 
gegen die J^öene. . , 

6. Die Neigung einer Ebene gegen eine ände~ 
: re ift der fpize Winkel; der von den ge- 
raden Linien ein gefchloffen wird, die in 
beyden Ebenen auf den gemeinfchaftlicheix 

, , Durchfchnjtt im nämlichen Punkte deffel* 
beri lothrecht errichtet werden. 

7. Zwey Eb enen haben gegen einander ahnlir 

che Neigungen % wenn die vorgenannten 
.,. Neigungswinkel einander gleich ünd^ 

8. Parallele Ebenen find, die nicht zufammea^ 
treffen. 



I * m 



9. Sehnliche Körper find, die von gleich vjelea 
ähnlichen Ebenen ein gefchloffen werden« 

TO* Gleiche und ähnliche Korper find,, die 
von gleichvielen gleichen und ähnlichen 
Ebenen eingefchloffen werden. 

11. Ein körperlicher Winkel ift die Neigung 
4 von mehr, als zwey, geraden Linien dia 

einander berühren, und nicht in einer 
Ebene liegen , gegen alle gerade Linien. 
Oder : ein körperlicher Winkel ift, der von 
mehr, als zwey, ebenen Winkeln , die nicht 
in einerley Ebene liegen, und in einem 
Punkte aufoeftellt find, eingefchloffen wird. 

12. Eine Pyramide ift ein von Ebenen $itigeft 
-fchloffener Körper, der zwifcTien einer Lbe- 

A ne und einem 'Punkte Befindlich ift. ; 

O . . 13. Ein 



Digitized by Google 



fe 



v . . 



2 20 Euklids Elemente. 

13* Ein Prisma ift ein von Ebenen eiogefchlof- 
faoer Körper , von welchen zwey gegenü- 
berliegende gleiche und ähnliche parallel, 

die übrigen aber- Parallelogramme find. 

> 

C- > ■ ■ fit- • 

z'4- Eine Kugel ift die Figur* welche» einge« 
fchloffen wird, wenn ein Halbkreis um 
feinen unbewegten Durchmeffer umgedre* 
het wird, bis er wieder Jo die Stelle zu« 
riickkommt, von welcher er angefangen 
, hatte fich zu bewegen. 

* 

15. Die Axe der Kugel ift eben die unbeweg- 
te gerade Linie, um welche der Halbkreis 

.v fich drehet. ■ 

16. Der Mittelpunht der Kugel ift der nämli- 
che mit dem Mittelpunkte des Halbkreifes. 

k 

17» Der Durchmejfer der Kugel ift eine gerade 
Linie die durch den Mittelpunkt gehet, 
ynd auf beyden Seiten von der Oberflä- 
che der Kugel begräuzt wird. 

ig. Ein Kegel ift die Figur welche eingefchlof- 
- fen wird, wenn ein rechtwinkeliges Drey- 

• eck um eine der den rechten Winkel ein- 
. . fchlieffenden Seiten , welche unbewegt 
bleibt, umgedrehet wird, bis es in eben 
die Stelle, von welcher es angefangen hat- 
te lieh zu bewegen, zurückkommt. Ift 
nun die unbewegt bleibende Linie der an- 
dern Seite, die hch um den rechten Win- 
kel drehet, gleich, fo ift der Kegel ein 
rechtwinkeliger , ift fie aber kleiner, fo ift 

*" er ein ßumpfwinheliger , und ift fie gröffer, 
fo ift er ein fpizwinkeliger. 

19. Die Axe' des' Kegels ift die Unbewegt blei- 
bende Linie, um welche das Dreyeck fich 
drehet. ' ! ' • " * 

20. Die 
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20. Die Grundfläche deffelben ift der von der 
unigedrehten Linie befchriebene Kreis. 

21. Ein Cylinder ift die Figur, welche einge? 
fchloften wird, wenn ein rechtwinkelige^ 
Parallelogramm, indem die eine feiner 
Seiten um den rechten Winkel unbewegt 
bleibt, umgedrehet wird, bis es in die 
Stelle zurückkommt , von welcher es an- 
gefangen hatte fich zu bewegen. 

22. Die Axe des Xylinders ift jene unbewegt 
bleibende Linie, um welche das Parallelo- 
gramm fich drehet. 

33. Die Grundflüichen find dieKreife, die von 
den beyden gegenüberliegenden umgedreh- 
ten Seiten befchrieben werden. 

< 

24. Aehnliche Kegel und Cylinder find, deren 
Axen und die Durchmefier der Grundflä- 
chen proportionirt find. 

25. Ein Wi<rfel ift ein von fechs gleichen 

Quadraten eiugelchloffeuer hörper. 

1 * 

26. Ein Tetraedron ift ein von vier gleichen 
und gleichfeitigen Drey ecken ein geichlofe 
fener Körper. * 

27. Ein Oktaedron ift ein von acht gleichen 

und gleichfeitigen Dreyecken eingefchlof- 
fener Körper. 

2ß. Ein Dodehaedron ift ein von zwölf glei' 
eben , gleichfeitigen und gleichwinkeligen 
Tünfecken eingeichloffener Körper. 

29- Ein Ihofaedron ift ein von zwanzig glei- 
chen und gleichfeitigen Dreyecken eilige- 
fchloffene Körper. 

I. Saz. 

w 

f 
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X« Saz. 



♦ m 

I 



Lehrfaz. Von einer geraden Linje liegt 
nicht ein Theil in einer Ebene, und der an* 
dere über der Ebene. 



■ > 




£e»?m. Gefezt es fey die 
Möglichkeit angenommen» von 
der geraden Linie ABC der 
Theil AB in der Ebene, der 
Theil BC aber über der Ebe- 
ne, fo liegt die geradlinige 
Verlängerung der Linie AB in 

der Ebene. Es fey diefe die BD, fo hätten die xwey ge* 
raden Linien ABC, ABD einen gemein fehafthehen Ab- 
fchnitt A B welches unmöglich ift. Denn eine gerade Linie 
hat mit einer andern nicht mehr], als 4inen> Punkt gemein, 
und fonft fallen die geraden Linien ganz zufammen« 

Folglich liegt von einer geraden Linie nicht ein Theil 
in einer Ebene und der andere über der Ebene w. z. c. w* 

2* oaz* 

■ i » 

Lehrfaz. Wenn zwey gerade Linien ein* 
ander fchneiden, fo liegen he in einer Ebene, 
auch jedes Dreyeck liegt in einer Ebene. 

Die zwey geraden Linien AB, CD fchneiden einander 
in dem Punkte E , fo behaupte ^ D 
ich, dafs die beyden Linien AB, 
CD in einer Ebene Hegen, wie 
auch, dafs jedes Dreyeck in einer 
Ebene liege. 

Beweis. Man nehme in den 
Linien EB, EC nach Belieben die 
Punkte F , G an , und ziehe die 



Linien CB, FG, FH, CK, fo c 




be- 
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bcbtupte ich trßens, dafs das Drcycck EBC in tintr 
Ebene liege« • 

Denn wenn vdn dem Dreyecke EBC ein Theil, wie 
FHC oder GBR in der Ebene , der andere aber in cirietf 
andern Ebene läge» fo läge auch" von der einen der beyv 
den Linien EC, EB ein Theil in der Ebene, nnd der an« 
dere in einer andern Ebene. Wenn von dem Dreyecke 
ECB ein Theil F C B G in der Ebene der andere aber in 
einer andern Ebene läge, fo läge auch von den beyden 
Linien EC, EB ein Theil in der Ebene und der ander« 
iß einer andern «Ebene. Davon ift aber die Ungereimtheit 
gezeigt worden; folglich liegt das Dreyeck ECB in einer 
Ebene. Aber in der Ebene, in welcher das Dreyeck BCE 
liegt, liegen auch die beyden Linien EC, EB, und in der 
Ebene, in Welcher die beyden Linien EC, EB liegen, lie- 
gen (n, i« S.) die beyden AB, CD; folglich liegen die 
beyden AB, CD in einer Ebene Und jedes Dreyeck liegt 



in einer 



9 w. z« e. w. 



3. S a z. 

< 

Lehrfaz. Wenn zwey Ebenen einander 
fchneiden s fo ift ihr pemeinfchaftlicber Durch- 
febnitt eine gerade Linie. 

Die beyden Ebenen Aß, BG fchneiden einander und 
ihr gemeinfeheftlicher Durchfchnitr fey DB, (b behaupte 
ich , dafs die D B eine gerade Linie fey, 

. - 

Beweis* Denn wäre dies nicht, 
fo ziehe man von dem Funkte D 
nach dem Punkte B in der Ebene 
AB die gerade Linie DEB, in 
der Ebene BC aber die gerade 
Linie DFB, fo haben die beyden 
geraden Linien DEB, DFB et- 
rierlcy Endpunkte, und fchlieifen 
alfo einen Raum ein, welches 
(12. GrundfJ unmöglich ift. Folg-; 

lieb 




1 
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lieh find DE B, DFB keine gerade Linien. Auf eben die 
Art aber kann gezeigt werden , dafs auch keine andere Li« 
nie, die von dem Punkte D nach dem Punkte B gezogen 
wird, eine gerade fey, außer der DB, dem ge raein fch ält- 
lichen Durchfchnitte der Ebenen Aß, BC. 

■r 

Wenn demnach swey JEbcncn einander fchneiden u. £ 
w. w. t. c. w. 

r * v 

• . »• 

. 4» Saz. 

' 4 JLehrfaz. Wenn eine gerade Linie auf 
awey andern , die [einander fchneiden , in ih- 
rem gemeiufchaftlichen Durchfchnitte, loth- 
recht ift, fo ift lie auf der Ebene dur^ch jene 
beyd« lothrecht. 

Die gerade Linie EF flehe auf den beyden AB, CD, 
die einander in dem Punkte E fchneiden , in diefera Punkt« 
E lothrecht » fo behaupte ich , dafs die Linie E F auch auf 
der Ebene durch die beyden AB, CD lothrecht fcy. 

Beweis, Man nehme die Li- 
nien AE, EB, CE, ED einan- , F 
der gleich, und ziehe durch den 
Punkt E die Linie GEH nach 
Belieben» ferner ziehe man die 
AD, C B , und endlich noch von 
einem beliebigen Punkte F, die 
Linien F A, FG, FD, FC, FH, 
FB. 

Da nun die beyden A E , E D 
den beyden C E , E B gleich find, 
und (l, 15. S ) gleiche Winkel 

cinfchlieOTen , fo ift (1 , 4, S.) auch die Grundlinie AD 
der Grundlinie C B , und das ganze Dreyeck A E D dem 
ganzen Drcyecke CEB % mithin auch der Winkel D AE dem 
Winkel E&C gleich, Es ift aber (1, 15. S.) auch der 
Winkel AEG dem Winkel BEH gleich; folglieh find in den 

Drey 
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Dreyecken ACE* BEH zwcy und zwey Winkel einander 
ftückweife gleich, auch ift eine Seite des eine;» einer Seite 
des andern gleich» die AE nämlich der £*B, welche an den 
gleichen Winkeln liegt; folglich find (i, 16. S.) auch die 
übrigen Seiren beyder einander ftückweife gleich; die CE 
alfo ift der EH, uud die AG der BH gleich. Weil nun 
'auch die AE der E B gleich, die FE aber gerocinfchaftlich 
und k>threcht ift, fo ift (i> 4. S.) die Grundlinie FA der 
Grundlinie F B gleich. Aus eben deui Grunde ift auch die 
FC der FD gleich. Da ferner die AD der CB, und die 
FA der FB gleich ift, fo find die beyden FA, AD den 
beyden FB, BC ftückweife gleich, auch ift gezeigt wor- 
deu, dafs die Grundlinie FD der Grundlinie FC gleich 
fey; folglich ift der Winkel FAD dem Winkel FBC (i # 
8. S.) gleich. Ferner ift gezeigt Wördens dafs die AG dec 
BH gleich fey, und die FA ift der FB gleich; fplglich 
find die beyden FA, AG den beyden FB, BH gleich. 
Auch ift von deni Winkel FAG gezeigt worden, dafs et 
dem Winkel FBrf gleich fey; folglich ift (1, 4. S.) auch 
die Grundlinie FG der Grundlinie FH gleich. Da nuii 
ferner von der GE gezeigt worden ift, dafs fie der EH 
gleich fey, die EF aber gemeinfehaftlich ift, fo find die 
beyden GE, EF den beyden HE, EF gleich, auch ift\die 
Grundlinie FH der Grundlinie FG gleich; folglich ift (r, 
g. SO auch der Winkel GEF dem Winkel HE* gleicht 
und mithin jeder von beyden eiii rechter» Die Linie F £ 
macht alfo mit der durch den Punkt E nach Belieben ge* 
togenen Linie G H rechte Winkel« Auf gleiche Art kann 
nun gezeigt werden, dafs die FE auch mit allen andern 
geraden Linien , die fie in derfelben Ebene berühren 1 rech* 
te Winkel mache. Eine gerade Linie aber ift (xi, 3. Erkl.) 
auf einer Ebene lothrecht, wenn fie mit allen geraden Li* 
nien, die fie in derfelben Ebene berühren, rechte Winkel 
macht; folglich ift die Linie EF auf der angenommenen 
Ebene lothrecht. Die angenommene Ebene aber ift die 
durch die Linien AB, CD; die EF alfo ift auf der Ebene / 
durch die Linien AB, CD lothrecht« 

■ 

t Wenn 
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Wenn demnach eine gerade Linie auf zwey andcra 



«; f. W. w, *. e. w. 



5. Saz. 



Lehrfaz* Wenn eine gerade Linie auf 
drey andern, die fifch berühren , in ibrem' 
gerrteinfchaftlicben Durchfchnitte lothrecht ift, 
Fa find jene drey geraden Linien in einer 
Ebene. 

Eine gerade Linie A B 4che auf den drey geraden Li- 
nien BC, BD, B E in ihrem Berührungspunkte lothrecht, 
fo behaupte ich, dafs die drey Linien BC, BD, BE ia 
> einer Ebene liegen. 

Beweis» Ware dies nicht, fon- A 

dem wären, die Möglichkeit ange- 

uoinmen, die Linien BD, BE in 

der Ebene i die BC aber über der- 

felben, fo lege man durch AB, BC 

eine .Ebene, welche (11, 3. S.) die 

angenommene Ebene in . einer gera- 
den Linie fchneiden wird. Es fey 

diefe die BF, fo fiud alfo die drey 

geraden Linien A B , B C , B E in 
einer Ebene, nämlich in der Ebene 
durch die AB, BC, Und da die AB auf den beyden BD, 
BE lothrecht ift, fo ift Tie (u, 4. S.) auch auf der Ebe* 
ne durch die DB, BE lothrecht. Aber die Ebene durch 
die DB, BE ift die angenommene; folglich ift die AB auf 
der angenommenen Ebene lothrecht, und macht daher (n, 
i # Erkl.) auch mit allen geraden Linien, die fie in derfeU 
ben Ebene berühren, rechte Winkel* Es berührt fie aber 
die BF, die in der angenommenen Ebene liegt; folglich, 
ift der Winkel A B F ein rechter. Es ift aber nach der 
Vorausfezung, auch der Winkel ABC ein rechter , folglich 
ift der Winkel ABF dem Winkel ABC gleich, und beyde 
find in einer Ebeac » welches (9, CrundA) unmöglich ift ; 

folg- 
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folglich liegt die gerade Linie BC nicht Aber "der Ebene, 
un4 mithin find die.tfrey geraden Linien BC, BD, BB 
einer Ebene* 



in 



Wenn demnach e^ne gerade Linie auf drey andern u. 



• 6. Saz. 



/■ 

r Lehrfaz. Weqn zwey gerade Linien aul 
felnc^Iey" Ebene lothreeht find, fo find £ie par- 
allel.". 

Es (Wen die geraden Linien AB, CD auf der ange- 
nommenen Ebetre lothreeht, To behaupte ich, dafs die AB 
der CD parallel fey. ,,,v * ■ 

Beweis, öefezt, fie begegnen 
der angenommenen Ebene in den 
Punkteg B, D, fo zjehc man die 
Linie ß D , und errichte auf die- 
fer in der tbene da*' Lofh D E, 
hieraflf' mäche man die DE der 
Aß gleich, und ziehe die B'E, 
AE, AD. 

Da die AB auf der angenom- 
menen Bberte lothreeht ift, fo ift ^ 
de (ii f 3« Erkl.) auch auf allen 
geraden Linien, die fie in dersel- 
ben Ebene berühren, ♦lothreeht. 
Es berühren aber die beyden B D, 
BE,^ die in der angenommenen 
Ebene find, die AB; folglich ift 
jeder der Winkel A BD, ABB ^ 

ein rechter. Aus eben dem Grimde ift auch jeder dtt 
Winkel CDB, CD E ein rechter. Da nun die A B der 
DE gleich, die' BD aber gemeinschaftlich ift, fo find die 
beyden AB, BD den beyden ED, DB gleich, und fcblief* 
fen rechte Winkel ein; folglich ift (t, 4. S.) die Grundli- 
nie AD der Grundlinie Bß gleich. Da ferner die AB 
der DE, und die AD der BE gleich ift, fojind die bey- 

P a den 
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den AB, BE den beyden AD,. 
DE gleiche und haben, die AB 
zur gemcinfchaftlichen Grund- 
liiiie; folglich ift (i, 8. S-) der 
Winkel ABE dcm Winkel EDA 
gleich. Aber der Winkel A B E 
ift ein rechter ; folglich ift auch 
der EDAjein rechter, und mit- 
bin die ED auf der DA toth- 
recht Sie ift aber ^uch anf 
jeder der beyden BD» D C 
lotbrecht; folglich macht die 
JsD mit den drey Linien Bp, 
DA, DC in dein Berührungs- 
punkte rechte Winkel, und mit- 
hin find (ii, 5. S.) die drey ..':..„,. 
gerade Linien BD, DA, DC 

in einer Ebene. In eben der Ebene aber, in welcher die 
BD, DA liegen, liegt auch die AB, denn (ix, 2. SJ 
liegt jedes Drey eck in einer Ebene 5 folglich liegen die A B, 
BD, DC in einer Ebene, und es ift jeder der Winkel 
ABD, BDC ein rechter; folglich (1, 28. S.) die AB der 
CD parallel. 

Wenn demnach twey gerade Linien auf einer Ebene 
u. L w. w. z. e. w» 




7. S a z> 



Lehrfaz. Wenn zwey gerade Linien par- 
allel find , und man nimmt auf bevden belie- 
bige Punkte an, fo liegt die Linie, welche 
diefe Punkte verbindet, mit den parallelen in 
einer Ebene. ... 

Es feyen die zwey geraden Linien AB, CD parallel, 
und auf jeder von beyden - nehme man einen beliebigen 
Punkt E, F an, fo behaupte ich, dafs die gerade Linie, 
welche die Punkte E, F verbindet , mit den Parallelen in 
§intr Ebene liege, ....;»-» 
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Beweis* Ware E 



dies nicht , fondern A 
wäre fie, die Mög- 
lichkeit angenommen, 
über der Ebene, wie C— 
die E G F , fo lege man 




durch die EGF eine 

Ebene, welche die angenommene Ebene (u, 3« S.) in ei« 
ner geraden Linie fchneiden wird. Es fey diefe die EF. 
fo fchlicffcn alfo die zwey geraden Linien EGF, EF ei- 
nen Raum ein, was (12. Grund f.) unmöglich ift # Folglich 
Hegt die von dem Punkte E nach dem Punkte F gehende 
gerade Linie nicht über der Ebene, und mithin in eben« 
derfelben, die durch die Parallelen AB, CO gehet. 

* 1 , v * 

Wenn demnach zwey gerade Linien parallel find« u, 
C w. w. z. e # w. . ' : 

1 

■ * % 

8- S az. 

I^ehrfaz. Wenn zwey gerade Linien par* 
allel find, und die eine von ihnen auf einer 
Ebene lothrecht fteht, fo ftehet auch <\ie an- 
dere auf derfelbea Ebene lothrecht. 

Es feyen die zwey geraden Linien AB» CD parallel, 
und die eine von ihnen , AB, fey auf der angenommenen 
Ebene lothrecht, fo behaupte ich, dafs auch die andere» 
CD» auf derfelben Ebene lotbrecht fey» 

beweis. Die Linien AB* CD treffen die Ebene in 
den Punkten B, D, und man ziehe die BD, fo find (11, 
7. S.) die AB , DC, B D in einer Ebene. Man errichte 
in der angenommenen Ebene auf Wer B D die D E loth- 
recht, mache die DE'der AB gleich, und ziehe die BE» 
AE, AD. Da nun die AB auf der Ebene lothrecht ift, 
fo ift fic (tx, 3. Erkl.) auch auf allen geraden Linien, 

die 

i 

» l ■ 

• t , . . 
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die fic in derfclben Ebene be- 
rühren , Idthrecht, folglich ift 
jeder der Winkel A B D, ABE 
ein rechter. Weil aber die 
Parallelen AB, CD von der' 
Linie BD gefchnitten Werden, 
fo find (i, 29. S.) die Winkel 
ABD, CDB zwey rechten 
gleich. Der Winkel ABD aber 
ift ein. rechter; folglich ift auch 

■ 

der CDB ein rechter, und mit« 
hin die CD auf der BD loth- 
recht. Da ferner die AB der 
DE gleich, die BD aber ge- 
meinfchaftlich ift, fo find die , £ 
beyden AB, BD den beyden 

ED, DB gleich, auch ift der Winkel ABD dem Winkel 
EDB gleich, denn jeder von beyden ift ein rechter; folg- 
lich ift (1 , 4. S.) auch die Grundlinie A D der Grundlinie 
BE gleich» Da ferner die Afe der DE und die BE der 
AD gleich ift, fo find die beyden AB, BE den beyden 
ED, DA ftückweife gleich * und die AE ift ihre gemein- 
schaftliche Grundlinie; folglich ift (1 , 8. S.) der Winkel 
ABE dem Winkel EDA gleich. Der Winkel ABE aber 
ift ein rechter; folglich ift auch der EDA ein rechter, 
und mithin die E D auf der P A lotbrecht. Sie ift aber 
auch auf der BD lotbrecbtj folglich ift (11 • 4. $.) die 
ED auf der Ebene durch die BD, DA lothrecht, und 
macht mit allen geraden Linien , die fie in dcrfclbcn Ebene 
berühren, rechte Winkel. Aber in der Ebene durch die 
BD, AD liegt die DC, weil (n, 2. S.) die AB, BD in 
der Ebene durch die BD, DA. liegen« In eben der Ebe- 
ne aber , in welcher die AB, BD liegen , liegt ( 1 1 , 7. 
SO auch die DC, folglich ift die ED auf der DC, und 
mithin auch die CD auf der DE lothrecht* Aber die 
CD ift auch lothrecbt auf der BD; folglich ift die CD auf 
den zwey geraden Linien. DE, DB die einander fch neiden, 
in ihrem gemcinfchaftÜchen Durchfchnitte D, und daher 
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(11, 4. S.) auch auf der Ebene durch die beyden DR 
D B lothrecht. Aber die Ebene durch die DE, DB Hl die 
abgenommene; folglich ift die CD auf der angenommenen 
Ebene lothrecht w t z. c. w„ 

9. Saz: 

Lahrfaz. Gerade Linien die einer dritte» 
parallel find , und nicht mit ihr in einet Ebe- 
ne liegen,, find auch einander felbft paralleL 

Es feyen die beyden Linien AB , C D der dritten E F 
jparailel , auch liegen fie nicht mit ihr in einer Ebene , fo 
behaupte ich, dafs die AB der CD parallel fey« 

Beweis. Man- nehme- 
in der Linie EF nach Be* 
lieben einen Pünkfc G , er- 
richte in demfelben- auf der 
EF, in* der Ebene durch 
EF, AB, die GH, und 
in der Ebene durch FE> 
€D die GR lothrecht* 

Da nun die EB auf den beyden GH, CK TotBreche 
ift, fo ift (11, 4. S.) die EF auch auf der Ebene durch 
GH, GK lothrecht: auch ift die EF der AB parallel*; 
folglich ift* (1 1, fr. S.) auch die AB auf der Ebene durch 
H, G, K lothrecht. Aus eben den Gründen ift auch die 
CD auf der Ebene durch H, G, K lothrecht; folglich 
find die beyden AB, CD auf der Ebene durch H, G, K. 
lothrecht. Wenn aber zwey gerade Linien auf einerley 
Ebene lothrecht find., fo find fie (,11 , 6% S%) einander, par» 
allel; folglich ift die AB der CD parallel* W« z. e.. w. 
■ 

A 

1 ©, 6' a z. 

Lehrfaz. Wenn zwey gerade Lienen, die 
einander berühren, zwey andern, die einan- 
der beruhten, parallel, und nicht mit ihnen 

in 
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B 




in einer Ebene find, fo fchlieffen fie gleiche 
Winkel ein» 

Zwey gerade Linien , die einander berühren , AB» 
BC feyen zwey andern geraden Linien die einander be- 
rühren DE, EF parallel, und nicht in einer Ebene mit 
ihnen, fo behaupte ich, dafs der Winkel ABC dem Win- 
kel DEF gleich fey. 

Beweise Man nehme die BA» BC, 
ED, EF einander gleich, und ziehe die 
AD, CF, BE, AC, DF, Da nun die 
BA der ED gleich und parallel ift, fo 
ift (It 35. S.) auch die AD der BE 
gleich und parallel. ' Aus eben dem Grun- 
de iß auch die CF der BE gleich und 
parallel ? folglich ift jede der beyden A D, 
CF der BE gleich und parallel. Gera- 
de Linien aber die einer dritten parallel 
find, find (n, 9. S.) auch einander felbft parallel; folglich 
ift die AD der CF parallel und gleich, und diefe beyden 
werden durch die Linien AC, DF verbunden; folglich ift 
auch die AC der DF gleich und parallel. Und da die 
sway geraden Linien AB, BC den zweyen DE, EF 
gleich find, und die Grundlinie AC der Grundlinie DF 
gleich ift, fo ift (1, $♦ SO auch der Winkel ABC dem 
Winkel DEF gleich. 

Wenn demnach zwey gerade Linien, die einander be- 
rühren u, f. w, z. c. w« 

IX. Saz. % 

Aufgabe* Von einem gegebenen Punkte 
über einer Ebene ein Loth auf die Ebene zu 
fällen. 

E* fey der gegebene Punkt A, dia gegebene Ebene 
fey die vorliegende, und man foll von dem Punkte A auf 
die vorliegende Ebene ein Loth fällen. 

Aufiöfung, Man ziehe in der vorliegenden Ebene nach 

Beliebet eine gerade Linie BC, und fälle (1,1* SJ von 

dem 
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dem Punkte A auf die Li- 
nie BC die AD lothrecht. 
Ift nun die AD auch auf 
der vorliegenden Ebene loth- 
recht, foift das verlangte 
geschehen. Ift die« aber 
nicht, fo errichte man (i, 
U- S.) in dein Punkte D 
auf der Linie BC in der 
vorliegenden Ebene die DE 
lothrecht, fälle hierauf (i, 
12» S.) von dem Punkte A 
auf die Linie D E das Loth 
AF, und ziehe durch den Punkt P die 6 H der B C 
parallel. 

. Beweis: Da die BC auf den beyden DA, DE loth« 
recht iß , fo ift fie (i i , 4* S # ) auch auf der Ebene du*ch 
ED 9 DA lothrecht, auch ift fie der GH parallel. Wenn 
aber zwey gerade Linien parallel find» und es ift die eine 
von ihnen auf einer Ebene lothrecht; fo ift (11, g. S.) 
auch die andere auf derfclben Ebene lothrecht; folglich 
ift auch die GH auf der Ebene durch ED, DA, und 
mithin (11, 3. Erkl.) auch auf allen geraden Linien, die 
fie in derfelben Ebene berühren, lothrecht. Es berührt 
aber die AF die GH, und ift in der Ebene durch ED, 
D A ; folglich ift die G H auf der F A , und mitbin auch 
die F A auf der GH, lothrecht. Es ift aber auch die AF 
auf der DE lothrecht; folglich ift die AF auf den beyden 
G,H* DE lothrecht. Wenn aber eine gerade Linie auf 
zwey andern, die einander berühren, in ihrem geraein- 
fchaftlicbcn Durchfchnittspunkte lothrecht ift, fo ift fie 
(1 1 , 4« S.) audi auf der Ebene durch diefe beyden loth- 
recht; folglich ift die FA auf der Ebene durch ED, GH 
lothrecht. Die Ebene durch ED, GH aber ift die vor« 
liegende; folglich ift die A F auf der vorliegenden Ebene 
lothrecht. 



Dem. 
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Demnach ift von dem gegebenen Punkte A über der 
Ebene das Loth AF auf die vorliegende Ebene gefällt wor- 



den, w. z. z. v. w* 



12. Saz. 




A € 




t Aufgabe. Auf einer gegebenen Ebene ia 
eitlem auf derfelben gegebenen Punkte eia 
Loth aufzurichten. 

Es fey die gegebene Ebene die vorliegende , der in ihr 
gegebene Punkt fey A , man foll in dem Punkte A auf der 
vorliegenden Ebene ein Loth aufrichten. 

Anßäfnng. Man nehme einen D B > 

Punkt B über der Ebene an, und 
fälle (ii, ii. S.) von diefem auf 
die vorliegende Ebene das Loth BC, 
alsdann ziehe man (i, Ji. S. ) 
durch den Punkt A mit der B C die 
A D parallel. 

Beweis. Da nun die zwey ge- 
raden Linien AD, BC parallel find, 

und die eine von ihnen B C auf der vorliegenden Ebene 
lothrccht ift, fo ift (ii, 8- S.) auch die andere auf der 
vorliegenden Ebene lothrec,hr. 

Demnach ift auf der gegebenen Ebene in einem auf ihr 
gegebenen Punkte ein Loth errichtet worden, w. z. v. W. 

% 13» Saz. 

* 

Lehrfaz. Auf einerley Ebene können in 
einerley Punkte nicht zwey gerade Liuieu auf 
einerley Seite lothrecht errichtet werden. 

Beweis. Gefezt, dies wäre möglich, fo errichte man 
auf die gegebene Ebene in dem Punkte A derfclben die 
zwey geraden Linien AB, AC, lothrecht, und lege die 
Ebene durch BA, AC» welche die vorliegende Ebene (ii, 

3. S.) 
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3. S.) in eincr^ geraden Linie durch 
den Punkt A fchneidcn wird. -Sie 
fchneide fie in dcr^Linic D A fo 
liegen die Linien AB, AC, ;DA£ h 
in einer Ebene. Weil aber die CA 
auf der vorliegenden Ebene lothrecht 
ift, fo macht fie (11, 3, Erkl.) 
mit allen geraden Linien, die fie 
in derfelben Ebene berühren, rechte 
Winkel. Es berührt aber die gerade Linie DAE die CA 
in der vorliegenden Ebene; folglich ift der Winkel CAE 
ein rechter. Aus eben den Gründen ift auch der Winkel 
BAE ein rechter; folglich ift der Winkel CAE dem BAE 
gleich, und beyde find in einer Ebene* welches (9. Grundf.) 
unmöglich ift. 

Dcmuach können auf einerley Ebene ia einerley Punk- 
te u. f. w; w. z. e. w. 



14. Saz. 

Lehrfaz. Ebenen , auf welchen einerley 
gerade Linie lothrecht ift , find parallel. 

Es fey auf den beyden Ebenen CD, EF die Linie AB 
lothrecht, fo behaupte ich, dafs diefe Ebcuen parallel feyen* 

- 

Beweis. Wäre dies 
nicht, fo müfsten fie ver- 
längert zufammentreften« 
Sie treffen alfo zufammen ; 
alsdann haben fie (11, 3, 
S.) zum gemeinfehaftlicben 
Durchfchnitte eine gerade 
Linie. Es fey diefe die GH, 
fo nehme man in derfelben 
den Punkt K an, und zie- 
he die AK, B K. Da nun 
die AB auf der Ebene EF 
lothrecht ift, fo ift fie (u, 

3. Erkl.) 
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3. Eril.) aisch auf der B K, 
die in der verlängerten Ebe- 
ne EF liegt, lothrecbt; 
folglich der Winkel ABK 
ein rechter. Aus eben dem 
Grunde ift auch der Win- C 
kel BÄK ein rechter, und • 
mithin find die zwey Win- 
kel ABK, BÄK zwey 
rechten gleich, welches (i, 
17. S.) unmöglich ift; folg- 
lach treffen die Ebenen CD, 
EF verlängert nicht zu. 

fammen, und mithin ift CD der EF parallel« 

* 

Demnach find Ebenen u. f. w. w, z. e. w. 




15. Saz. 

Lehrfaz. Wenn zwey einander berühren- 
de gerade Linien zwey andern einander be- 
rührenden geraden Linien parallel find , uod 
sieht mit ihnen in einer Ebene liegen, fo lind 
auch die Ebenen, die durch diefe Linien ge* 
hen, einander parallel. 

Die beyden einander berührenden geraden Linien AB, 
BC feyen den beyden einander berührenden geraden Li- 
nien DE, EF parallel, und nicht mit ihnen in einer 
Ebene, fo behaupte ich, dafs auch die Ebene durch AB, 
BC mit der Ebene durch p E t EF verlängert nicht zu« 
fammentreffe. 

Beweis, Man falle (11 , 11. S.) von dem Punkte B 
auf die Ebene durch DE, EF das Loth BG, welches 
die Ebene in dem Punkte G treffe, hierauf ziehe man 
durch den Punkt G (1, 31. S.) der ED die GH, und 
dcr,£F die GK parallel, Da nun die BG auf der Ebene 

durch 
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dnrch ED* EF lothrecht ift* . . 
fo macht fic (n, 3. Erkl.) jpi'l 
mit allen geraden Linien, die 
fie in derfelben Ebene beruh- "B 
ren, rechte Wrn'fcel. Es be- 
rühren fic aber die beyden 
GH, GK , welche in der Ebe- 
ne ewreh DE, EF liegen; folg- d 
lieh ift jeder der Winkel BGH, 
BGK ein rechter. Da uun - 
(iltp. S.) die ß A der GH 
parallel ift, To find (t, 29. S.) die Winkel GBA, BGH 
2wey rechteifiglcich. Der Winkel &GH afcer "ift efti 
rechter; folglich ift auch der Winkel GBA eiii 1 'retfiter; 
und mithin die G B auf der B A lothrecht. Au* eben dem 
Grunde ift auch die BG auf der BC lothrccht. m ^ütt 
die Linie B G .auf den beyden einander 'fchneidehddn Li- 
nien BA BC lothrccht ift, fo ift (11, 4. £') ttieBG auch 
auf der Ebene durch AB, BC lothrccBfc Sic m abe* 
auch auf der Ebene durch DE, EF lothrecht, folglich ift 
die BG auf den beyden Ebenen, die durch ! A B, J |**V U1 id 
durch DE, EF gehen, lothrecht Ebenen IberVaiif 'Wef. 
chen einerley gerade Linie lothrecnt ffif* find (fi,?|; $) 
parallel; folglich ift die Ebene durch A B , B C tfcr Ebene 
durch ED, EF parallel. *a . c\,'JL " :u : s 

I ■ . * ' : ,Z . . ttu ,r *fc »r • l : 

Wenn demnach z wty gerade Linien u. f. w. w. 



• l »■» 



16. Saz* 



Lehrfaz. Wenn zwey parallele Ebenen 
von einer Ebene gefchnitten werden, fo find 
ihre gemeinfchafdicUeh Durchschnitte auch 

parallel. 
* 

Die 2wey parallelen Ebenen AB, CD werden von 
der Ebene EFGH gefchnitten, und ihre gemeinfehaftlichen 

Durch- 
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DurchfchnMe fcycn £F, GH, fo behaupte ich* dafc di* 
£F der GH parallel fcy. 

, ^ ! 

i Beweis, Ware, drei 
niclf"r fr nlü£ste\i die <EF, 
G ff , uerläugcrt j entweder . 

{deq Seite Fjj H öder 
aut ' der Seite £,;G j^fara- .;. 
man treffen. ManHerlänge- 
re fie züerft nach der Seite 





4 9« * -* 



.1 :a>3 



— 



F, H zu, und fie treffen ;;-» 
j ¥ ^«n P^nJoeKaMfammen., 
jPa i}un SFK.* in : der t 
^be^f y ^V5,,yegc, fo jliegea r. 'o- 
fiH/Ü 1 *H» ?W»kte, die man . .. \~ , 

jn^eßff F& annehmen mag, in deffelbfen Ebene. Einer 

MPWtai^» 1 ^*^»^ EFK iftVoun^ftr Punkt K; 
folglich liegt der Punkt K in der Ebene AB. Aus eben 
dem Grunde liegt der Punkt K. auch in der Ebene CD; 
l^lglicji. j^rffF^n, die , Ebenen k # B/, C D verlängert zufammen. 
glfi^rejFfin^^rjfUAhf $«faromen, da fie nach der Voraus- 
ffzu^^.jif^Dit ^rfol«!i<k treffen die Linien £F, GH 
an jkfßfipiRA U fiWföngcjrt nicht tufammen. Eben fo 
kann : aber gezeigt - werden , dafs die Linien £F, GH 
auch an der Seite E, G verlängert. nicht zufammentreffen. 
Linien aber, die an keiner Seite zufammentreffen, find 
(4,^5. ^WO.fwIW; folgen ift die £Fi!er GH par- 
allel. 



ff. c. w. 



Wenn demnach zwey parallele Ebenen u. f. w. w. 



. . *<• ...... 



Lehrfaz. Wenii zwey gerade Linien von 

Sarallelen Ebenen gefchnitten werden fo wer- 
en fie nach einerley Verhältniffe gefchnit- 
ten. 



i / ■ . » . 
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• 

Die beyden geraden Linien AB, CD werden von den 
parallelen Ebenen GH» KL, MN in den Punkten A, E; 
B, C, F, D, gefcbjHktcn , fo behaupte ich, dafs die Lini* 
AE zu der E ß fich verhalte wie die CF zu der FIX 



1*4 ■ 1 



ße E e i s z M *\ zi ehe die 
AC, BD, |iDf, und clic 

AD begegne der Ebene KL 
in dem Punkte O , fo ziehe 
man noch die EO, OF; 

Da nun die zwey' par- 
allelen Ebenen KL, MN. 
von der Ebene E&tX^gc*- 
fchnitten werden, fo find 
(11, 16. $♦) ihre gemein- 
fchaftlichen Durchfchmtte 
EO, BD parallel. Ans eben den "Gründen find, ü die 
beyden parallelen Ebenen GH, KL vbh dfcr Ebene AO'FC 
gefchnitten werden, ihre gemeinfehaftlichen Durchfchni^e 
AC, FO parallel. Da nun mit der Seite BD des Drey- 
ecks ABD die £0 parallel gezogen ift, fo verhält fich 
(et, *. S.) die AE zu der EB wie die AO zu der OD. 
Da ferner mit der Seite AC des Dreyccks ADC die OF' 
parailel gezogen ift, fo verhalt fich die AO zu der OD 
wie die C F zu der FD. Es ift aber gezeigt worden, dafs 
die AO zu der OD fich verhalte wie die AE zu der £ßV 
folglich verhalt fich (5, u # S.) die A E zu der EB wie 
die CF zu der FD. 




L - 

a . , , , , I . i 



Wenn demnach zwey gerade Linien von parallele» 
Ebenen gefchnitten werden u» f. w. w. a\ c. w. 



lg. Saz. 



ner 



Lehrfaz. Wenn eine gerade Linie auf ei- 
Ebene lothrecht ift, fo find auch alle 1 
Ebenen, die durch fie gehen, auf der nämli- 
chen Ebene lothrecht. » 
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Es fey die gerade Linie AB auf der angenommenen 
Ebene lothrecht; fo behaupte ich, dafs auch alle Ebenen, 
die durch die AB gehen, auf der angenommenen Ebene 
lothrecht feyen. . Uu r*\ 

Beweis. Man lege 
durch die gerade Linie A B 
die Ebene DE , und es fey 
dir ; Ebene DJS und der 
angenommenen Ebene ge- 

meinfchaftlicher Durch« w 

fchnitt die gerade Linie C E, / F 8 

i » • • y 

man .nehme nach Belieben / . 
ehren Punkt F an, und er-- Z "" ■' ***** 

- 

richte in demfelben auf der 

CE in der Ebene DE die FG lothrecht. 

Da nun die AB auf der angenommenen Ebenen loth- 
icehtift^fo ift fie (ij, 3. Erkl.) auch auf allen geraden 
Linien, die fie in der angenommenen Ebene berühren, 
lothrecht; folglich ift fie auch auf der C£ lothrecht, und 
mithin ift der Winkel ABF ein rechter. Aber auch der 
Winkel GFB ift ein rechter; folglich (1, 28. S.) die AB 
der.FG parallel. Es ift aber die AB auf der angenomme- 
nen Ebene lothrecht; folglich ift (11, 8. S.) auch die FG 
auf eben der Ebene lothrecht. Aber (11, 4. Erkl.) ift 
eine Ebene auf einer andern lothrecht, wenn alle auf dem 
gemeinfehaftlichen Durchfchnitte in der einen Ebene loth- 
recht errichteten geraden Linien auch auf der andern Ebe- 
ne lothrecht find. Nun ift aber von der Linie FG, die 
auf dem gemeinfehaftlichen Durchfchnitte CE der beyden 
Ebenen, in der einen Ebene D E lothrecht errichtet ift, ge- 
geigt worden, dafs fie auf der angenommenen Ebene loth- 
recht fey; folglich ift die Ebene DE lothrecht auf der an- 
genommenen Ebene. Auf gleiche Art kann nun gezeigt 
werdet], dafs auch alle Ebenen, die durch die Linie AB 

sehen, auf der angenommenen Ebene lothrecht feyen. 

« f * • 

v * ' » 

Wenn demnach eine gerade Linie auf einer Ebene 

lothrecht ift, u. f. w. w. z, e. w. 
, V 31. Saz. 
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Lehrfaz. Wenn zwey einander fchneiden- 
de Ebenen auf einer Ebene lothrecht find, fo 
ift ihr gemeinfchaftlicher Durchfchnitt auf der 
nämlichen Ebene lothrecht. 

Die zwey einander fehneidenden Ebenen AI, BC 
Feyen auf der angenommenen Ebene Jochrecht, und ihr 
gemeinfchaftlicher Durchfchnitt fey BD, fo behaupte ich, 
dafs die Linie B D auf der angenommenen Ebene loth- 
recht fey. 



*■■•■•}..>• ,tmltm im mm 



D 



Beweis, Gefczt, dies wi- 
re nicht, fo errichte man (1, 
Ii« S.) in dem Punkte D auf 
der Linie A d in der Ebene 
AB die DE, in der Ebene BC 
aber auf der Linie CD die pF 
lothrecht. 

■ Da nun die Ebene AB 
auf der angenommenen Ebene 

lothrecht ift, und auf dem gemeinfehaftlichen Durchfchnitte 
AD derfelben in der Ebene AB die Linie DE lothrecht 
errichtet worden, fo ift die DE auf der angenommenen 
Ebene lothrecht. Auf eben die Art kann nun geteigt wer« 
den, dafs auch die DF auf der angenommenen Ebene loth- 
recht fey; folglich find auf der angenommenen Ebene iri 
einerley Punkje D an einerley Seite zwey gerade Linien 
lothrecht errichtet worden, welches (11, 13. S,) unmög. 
lieh ift« Demnach find in dem Punkte D auf der ange- 
nommenen Ebene keine audere gerade Linien lothrecht^ 
als der gemeinfehafeliche Durchfchnitt DB der Ebenen 

AB , B C» 

> « • 1. 1 - , 



Wenn demnach *wey Ebenen , die einander fchneiden 
U. f. W. W, ar, c t W. 



■ • r 



« ! 1 



20. Sa*. 



■ • 
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ao. S ax. 

Lehrfaz. Wenn eio körperlicher Winkel 
von drey ebenen Winkeln eingefchloffen wird; 
fo find jede zwey zufarnmen gröffer, als* der 
dritte, wie man lie auch zufammen nehmen 
maff. 

• Der körperliche Winkel bey A werde von den drey 
ebenen Winkeln EAC, CAD, BAD eingefchloffen , fo bc* 
htupte ich, dafs von den Winkeln BAC, C^D, BAD je- 
de zwey zufammengenommen gröffer, als der dritte, feyen« 

Beweis, Wenn die Winkel D 

• ' ' ' 

BAC, CAD, BAD -einander gleich 
find, fo ift es für (ich fclbft klar, 
dafs jede zwey zufammen gröffer, 
als der dritte, feyen, tft dies aber 
nicht, fo fey BAC der größere, 
imd man feze (1,^,32. SO an den 
Punkt A' der Linie AB, in der 

Ebene durch den Winkel BAC, den Winkel BAI» der 
dem Winkel DAB gleich fey, und mache (1, 3. S.) die 
AD der AE gleich. Hierauf ziehe man durch den Punkt 
E die Linie BEC, welche die Linien B A , A C in den 
Punkten B, C fchneide, endlich ziehe man noch cfce DB, 
D C. Da nun die b A der A E gleich , oje A B aber gc- 
gemeinfehaftlich ift, fo find die beyden DA, AB den bey- 
den AE, AB gleich, auch ift der Winkel DAB dein* Win- 
kel BAE gleich; folglich ift (1, 4. S.) die Grundlinie DB 
der Grundlinie B E gleich. Da nun ferner die zwey Li- 
nien DB, DC gröffer find, als die BC, und gezeigt wor- 
den ift, dafs die DB der B E glckh Tey, fö ift auch 
der Reft DC gröffer, als der Reft £C. Da aber die DA 
der AE gleich, und die AC gemeinfchaftlich ift, *aVc*h die 
Grundlinie DC gröffer ift, als. die Grundlinie EC, fo ift 
(1, 25. S.) der Winkel DA C grölfer, als - der 'Winkel 
EAC. Es ift* aber auch gezeigt worden, dafs der Winkel 
SAB dem Wirfkel BA£ gleich fey; folglich find die Win- 
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kcl D AB, DAC größer, als der Winkel BAC. Auf glei- 
che Art kann nun von jeden zwey andern,- wie man fie 
auch zufammen nehmen mag , gezeigt werden , dafs fie zu- 
fammen größer, als der dritte, 



• — — * 

Wenn demnach ein körperlicher Winkel von drey ebe- 
nen Winkeln eingefchloflen wird u. f, w, w, z, e* w. 



21. Saz. 



Lehrfaz. Jeder körperliche Winkel wird 
von ebenen Winkeln eipgefchloffen , die zu«, 
lammen weniger, als vier rechte, betragen. 

Es fey der körperliche Winkel bey A von den ebenen 
Winkeln BAC, CAD, DAB eingefchldflen, fo behaupte 
ich, dafs die Winkel bac, CAD, BAD kleiner, als vier 
rechte, feyen. ?■ 

Beweis. Man nehme auf den 
Linien AB, A C , AD nach Belie- 
ben die Punkte B, C, D, und zic- , ... 




he die Linien BG, CD, DB. Da ..... 
nun der körperliche Winkel bey 
B von den drey ebenen Winkeln 

CBA, ABD, CBD eingefchloflen . ^ r 

Wird, fo find (11, 10. S„) von diefen jede iwcy zufam- 
men größer, als der /dritte j folglich find die Wirket 
CBA, ABD zufammen größer» als der Winkel CBD. Au« 
eben den Gründen find auch die Winkel BCA» ACD gröf- 
fer, als der Winkel BC D, und die Winkel CDA, ADR 
größer, als der Winjcel C DB; folglich find die fechs Win- 
kel CBA, ABD, BCA, ACD, ADC, ABB größer, alt 
die drey Winkel CBD, BCD, C IVB Aber die drey Win- 
kel CBD, BCD, cdb find (i, 32. S.) zwey rechten gleich * 
folglich find die fechs Winkel CBA, ABD, BCA, ACD, 
ADC, ADB größer, als zwey rechte. Da aber in jedem 
der Dreyecke abc, acd, ADB die drey. Winkel zufam- 
men zwey rechten gleich find; fo find in allen drey Drey- 

Q_ * ecken 
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ecken die neun Winkel, fiBA, ACß, BAC, ACD, D AC, 
CöA, ad B , DBA, BAD fcchs rehten Winkeln gleich« 
Von diefen aber ünd die fcchs Winkel ABC, BCA, ACD, 
CDA, ADB, DBA größer, als zwey rechte; folglich find 
die drcy übrigen Winkel BAC, CAD, D AB, die den 
körperlichen Winkel einfchlieflen, kleiner, als zwey rechte. 

Demnach wird jeder körperliche Winkel u. f. w. w. 
s, c. w, 

• ■ > 

4 *\ • - 1 r * ■ » ■ 

22. S az, 

Lehrjaz. Wenn man drey ebene Winkel 
hat, deren jede? < tvrey zufanimen<gröffer , als 
der dritte , find, und diefe von gleichen gera- 
den Linien eingefchJoffea werden, fo ift es 
möglich aus den Linien, welche jene gleiche 
gerade Linien verbinden , ein Dreyeck zu er- 
richten. 

• ■. 
'* * 

Es feyen die Jrey ebenen Winkel ABC, DEF, GHK 
deren jede zwey zufamwen gröfler, als der dritte, feyen, 
nämlich die Winkel "ABC, DEF größer, als der Winkel 
G HR, die Winkel DEF, GHk gröfler, als der Winkel 
ABC, und die Winkel GHK, ABC grafTer, als der Win- 
kel DEF, und es fe^eh die geraden Linien AB, BC, DE, 
EF, GH, HK einanaer gleich, und man ziehe die AC, 
BFf GR» fo behaupte ich, es fey möglich, aus Linien, die 

> 

B 



■ ■ > 




C G 




• , > 



den dreyen AC, df, gk gleich find» tin Dreyeck zu er- 
, . rich- 



Digitized by Google 



I 

Eilftes Buch. ^45 

richten» das heifst, von den Linien AC, DF, GR, feyen 
jede zwey, zofammen größer , als die dritte. 

Beweis. Wenn die Winkel ABC, DEF, ,GHK ein- 
ander gleich find, fo ift offenbar, dafs, da nun auch die 
AC, DF, G K einander gleich werden, aus Linien, . die die- . 
fen gleich find, ein DreyecR errichtet werden könne. Ift aber 
dies nicht, fo feyen fie ungleich r und man feze (i, 23. S.) 
an den Punkt H der geraden LimV-HK den Winkel khl, 
der dem Winkel ABC gleich fey , mache die Linie H L ei- 
ner von den Linien AB, BC, DE, £f, gh, hk gleich, 
und ziehe die GL, kl» Da nun die zwey Linien A,B, B C, 
den zwey Linien KH, HL gleich find, und der Winkel 
bey B dem Winkel khl gleich iß, io ift (1, 4. S.} auch 
die Grundlinie AC der Grundlinie K L gleich« Da ferner 
die Winkel ABC, GHK größer find, als der Winkel DEF, 
der Winkel ABC aber dem Winkel khl gleich ift, fo ift 
der Wiukei ghl gröfler, als der Winkel de F. Da fer- 
ner die zwey Seiten GH, HL' jden zwey Seiten DE, ef 
gleich find, aber der Wiukei ghl» gröfler ift, als der 
Winkel E, fo ift (1, 24. S.) die Grundlinie GL gröfler, 
als die Grundlinie DF. Aber (l, 20. S.) find die GK, 
kl gröfler, als die gl; folglich find noch vielmehr .die 
GK, KL gröfler, als die DF. Es ift aber die kl der AC 
gleich; folglich find auch die AC, GK gröfler, als die 
DF. Auf eben die Art kann nun gezeigt werden, dafs 
auch die AC, DF gröfler, als die GK, die Gk, df aber 
gröflfer, als die A C Xeyen; folglich ift es (1 , 22. S.) mög- 
lich, aus Linien die den dreyen AC» PF» GK gleich find* 
ein Dreyeck zu errichten« 

. .. 

Anderer Beweif. 

Es feyen die drey gegebenen ebenen Winkel ABC» 
DEF, GHK» deren jede zwey zufammen gröfler, als der 
dritte, feyen, fie werden von den gleichen geraden Linien 
AB, BC, de, ef, gh, hk eingefchloflen , und man 
Ziehe die Liniert AC, df, GK, fo behaupte ich» es fey 

mog- 
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möglich, tur Linien, die den dreyen AC, D P, G K gleich 
find 9 ein Drcyeck zu errichten, das betfit wiederum, es 
feyen jede zwey, derfelben zufammen gröfler, als die dritte» 




Wenn wiederum die Winkel an den Punkten B, E, H 
einander gleich find, fo find (1,4. S.) auch die Linien 
AC, DF, GK einander gleich, und jede zwey derfelben 
gröfler, als die dritte. Ift dies aber nicht, fo feyen die 
Winkel an den Punkten B, E, H ungleich, und der an 
dem Punkte B größer, als jeder der beyden an den Punk* 
ten E , h ; fo ift (1 , 24. S.) auch die Linie AC gröfler, 
als jede der beyden DF, GK, und es erhellet alfo, dafs 
die AC mit dereinen der beyden DF, GK zufammen gröf- 
fer, als die andere, fey. Ich behaupte aber, dafs auch 
die DF, GK zufammen gröfler, als die AC, feyen. Man 
feze (1, 23. S.) an den Punkt B der Linie ab den Winkel 
ABL, der dem Winkel GHK gleich fey, mache die BL 
einer der Linien AB, BC, DE, BF, GH, HK gleich, 
und ziehe die AL, LC, Da nun die beyden AB, BL den 
beyden GH, HK ftückweife gleich find, und gleiche Win- 
kel einfchlieflen , fo ift (1 , 4. S») auch die Grundlinie AL 
der Grundlinie GK gleich. Und da die Winkel an den 
Punkten E 3 H gröfler find, als der Winkel ABC, der 
Winkel' GHK aber dem Winkel ABL gleich ift, fo ift der 
übrige Winkel an dem Punkte E gröfler, als der Winkel 
LBC« Da ferner die zwey Seiten Lß, BC den zwey Sei« 
^ ten DE, E F ftückweife gleich find, der Winkel DE F aber 
gröfler ift, als der Winkel LBC, fo ift (1 , 24. S.) die 
Grundlinie df gröfler, als die Grundlinie lc. Es ift aber 

von 
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von der GK gezeigt worden, dafs fie der al gleich fey; 
folglich find die DF, GK zufammen gröfler, als die AL, 
LC zufammen. Aber (1, 20. S.) find 4ie al, LC zu- 
fammen größer, als die ac; folglich find noch vielmehr 
die DF, G k zufammen größer , als die AC, und mithin 
von den drey Linien AC, DF, GK jede zwey zufammen 
gröfler, als die dritte; folglich ift es (i v 22. S.) auch 
möglich, aus Linien, die den dreyen ac, DF, GK gleich 
find , ein Dreyeck zu errichten + w. z. e. w« 

23. Sa z. * 

Aufgabe. Aus drey ebenen Winkeln , die 
zufammen kleiner, als vier rechte , und dereu 
jede zwey zufammen gröffer, als der dritte, 
lind, einen körperlichen Winkel zu errichten. 

Es feyen die drey gegebenen ebenen Winkel ABC, 
PEF, GHK, die zufammen kleiner, als vier rechte, und 
deren jede zwey zufammen gröffer, als der dritte, feyen, 
und man foll aus Winkeln die den dreyen ABC, DEF, 
G H k gleich find , einen körperlichen Winkel errichten. 

Aufiöfttng. Man 
mache die AB, BC, 

DE, EF, GH, HK 
einander gleich, und 
ziehe die AC, DF, 
G K ; f o ift es (11, 
12, S,) möglich, aus 
Linien, die den drey- 
en AC, DF, GK 
gleich find, ein Drey- 
eck zu errichten. Man 
verzeichne alfo ( 1 , 
22. S.) das Dreyeck 

LMN fo, dafs der AC die lm. der DF aber die MHT, 
und der GK die ln gleich fey, alsdann befchreibe man 
(4> 5* SO um das Dreyeck lmn den Kreis lmn, und 

neh- 
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nehme den Mit- 
telpunkt die fes 
Kreifes, welcher 
entweder inner- 
halb des Dreyecks 
L^N, oder auf 
eine feiner Seiten, 
oder außerhalb 
deflelben fällt. 

Er falle zh- 
erß innerhalb, 
und fey O, fo zie- 
he man die Linien LO, MO, NO und ich behaupte, dafs 
die AB größer, als die LO fey, 

v 

I 

Wäre dies nicht, fo wäre entweder die AB der LO 
gleich, oder kleiner, als fie. Sie fey ihr ztterß gleich. 
Da die AB der LO, aber auch die A B der B C gleich iß, 
fo ift auch die LO der BC gleich. Es ift aber auch die 
LO der OM gleich; folglich find die beyden AB, BC 
den beyden LO, OM ftiiek weife gleich, und von der 
Grundlinie AC ift angenommen, dafs fie der Grundlinie 
LM gleich fey; folglich ift (1 , J. S.) der Winkel ABC 
dem Winkel LO M gleich. Aus eben den Gründen ift 
auch der Winkel DEF dem MON, und der Winkel GHK 
dem Winkel N OL gleich; folglich find die drey Winkel 
ABC, DEF, GHK den drey Winkeln LOM, MON, 
KOL gleich. Aber die drey Winkel LOM, MON, 
NOL find vier rechten gleich ; folglich find auch die drey 
Winkel ArtC, DEF, GHK vier rechten gleich. Es ift 
aber angenommen, dafs fie kleiner, als vier rechte feyen, 
welches unmöglich ift; folglich ift die AB der LO nicht 
gleich. Ich behaupte aber ferner, dafs auch die AB nicht 
kleiner, als die LO, fey. Denn gefezt, dies wäre mög- 
lich, fo fey fie kleiner, und man mache der AB die OP, 
und der BC die OQ. gleich, und ziehe die PQ.. Da nun 
die Aß der BC gleich ift, fo ift auch die OP der Od 
gleich, folglich auch der Keil RL dem Reftc QJA, und 

mit* 



Digitized by Google 



Eilftes Buch. . 249 

mithin (6% i. S.) die LM der PQ. parallel, uud das 
Dreyeck LMO dem Dreyecke PQP gleichwinkelig, folg. 
lieh verhält fich (6, 4. SJ die OL xu der LM wie die 
OP zu der ?Q_, und verrveebfeh, (5, io\ S.) die LO zu 
der OP wie die LM zu der PQ; Es ift aber die LO 
großer, als die OP, folglich aueh die LM größer, alt 
die PQ. Aber die LM ift der AC gleich gemacht wor- 
den ; folglich ift auch ;die A C größer , als die P Q. Da 
nun die zwey gerade Linien AB, 6 C den zw'eyen OP» 
Obgleich find, aber die Grundlinie AC größer ift, alt 
die Grundlinie P CL, fo ift (I, 24. S.) auch der Winkel 
ABC großer, als der Winkel POQ. Auf eben die Art 
kann nun gezeigt werden, dafs auch der Winkel' OEP 
größer fey, als der Winkel MON, und der Winkel GH& 
größer, als der Winkel NOL; folglich find die drey ' 
Winkel ABC, DEF, GHR größer, als die drey LOM, 
MON, NOL. Aber die Winkel ABC, DEF, GHK 
find, nach der Vorausfezung , kleiner, als vier rechte; 
folglich find noch vielmehr die Winkel LOM, MON, 
NOL kleiner, als vier rechte. Sie find aber auch eben- 
fogrofs, welche« unmöglich ift; folglich ift die AB nicht • 
kleiner, als die LO« Es ift aber gezeigt worden, dafs fie 
ihr auch nicht gleich fey; folglich ift die AB größer, als 
die LO. Man errichte (11, 12. S.) in dem Punkte O auf 
der Ebene des Kreifcs LMN die Linie OR lothrecbt, ma- 
che das Quadrat von OR, nach dem nachftebenden Lchn- 
faze, dem Ueberfchufle des Quadrats von AB über das 
Quadrat von LO gleich, und ziehe die Linien RL, RM, 
R N. Da nun die O R auf der Ebene des K reifes LMM 
lothrecht ift, fo ift fie auch auf jeder der Linien LO, 
MO, NO (11, 3. Erkl.) lothrecht. Und da die LO der 
OM gleich, die OR aber gemeinfehaftlich und lothrecht 
ift, fo ift (1, 4 S.) die Grundlinie LR der Grundlinie 
RM gleich« Aus /eben den Gründen ift auch die RN je- 
der der beyden RL, RM gleich, folglich find die drey Li- 
nien RL, RM, RN einander gleich. W«d da das Qua- 
drat von QR dem Ueberfchufle des Quadrats von AB über 
das Quadrat von LO gleich gemacht ift, fo ift das Quadrat 
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von A B den Qua- : ß £ 

tiraten vonLO, OR 
gleich. Den Qua- 
dratcn von L 0, 
OR aber ift (i, 
47. Si) * % das Qua- 
drat von RL gleich, 
denn der Winkel 
LOR ift ein rech- 
ter; folglich ift das 
Quadrat von AB 
«fem Quadrate von 
RL, und mithin 
die AB der RL, gleich. Aber der AB ift jede der Linien 
BC, DE, EF, GH, HK, der RL aber jede der beyden 
RM, RN gleich; folglich ift jede der Linien AB, BC 
DE, EF, GH, HK jeder der Linien RL, RM, RN 
gleich. Da aber die zwey Linien LR, RM den zweyen 
AB, BC gleich find, und die Grundlinie LM der Grund- 
linie AC gleich gemacht ift, fo ift (1, 8. S.) der Winkel 
LRM dem Winkel ABC gleich* Aus . eben den Gründen 
ift auch der Winkel MRN dem Winkel DEF, und der 
Winkel LRN dem Winkel GHK gleich; folglich ift aus 
den drey ebenen Winkeln LRM, M RN, LRN, die den 
drey gegebenen ABC, DEF, GHK gleich find, an dem 
Punkte R ein körperlicher Winkel errichtet worden, 

' I 

«Es falle aber nun zrveytens der Mittelpunkt des Krei- 
fes auf eine der Seiten des Dreyecks, nämlich auf die 
MN, und er fey O, fo ziehe man die OL, und ich be- 
haupte wiederum, dafs die AB größer fey, als die OL. 

Wäre dies nicht, fo wäre die AB der OL entweder 
gleich, oder kleiner, als fie. Sie fey ihr erßlicb gleich, 
fo find die beyden AB, BC, das heifst, die DE, EF den 
beyden MO, OL, das heifst, der MN,' gleich. Die MN 
aber ift der DF gleich gemacht; folglich find die beyden 
DE, EF der DF gleich, welches (1, 20. S.) unmöglich 
ift; folglich ift die AB der OL nicht gleich. Aus ähnli- 
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eben Gründen ift fie 
aber auch nicht klei- 
ner , denn daraus wür- 
de eine noch größere 
Ungereimtheit erfolgen; 
folglich ift die AB gröf-' 
fer, als die LO. Wenn 
nun auf gleiche Art, 
wie zuvor, das Qua- 
drat von OR, vermit- 
telt des nachgehenden 
Lehnfazcs, dem Ueber- 

fchuflfe des Quadrats von AB über das Quadrat von OL 
gleich gemacht, und die RO auf der Ebene des Krcifes 
lothrecht aufgeftellt wird, fo ift die Aufgabe aufgelöfet. 

Es falle endlich drittens der Mittelpunkt des Kreifes 
außerhalb des Dreyccks LMN, und er fey O, fo ziehe 
man die LO, MO, NO, und ich behaupte, dafs auch 
dann die AB gröfler, als die LO, fey. 

Wäre dies nicht , fo wäre die A B entweder ebenfo- 
grote, oder kleiner, als die OL, Sie fey erßlich ebenfo- 
grofs, fo find die beyden AB, BC den beyden MO, OL 
ftückweife gleich, auch ift die Grundlinie AC der Grund- 
linie ML gleich'; folglich ift (i, 8. S.) der Winkel ABC 
dem Winkel MOL gleich. Aus eben den Gründen ift auch 
der Winkel G[H K dem Winkel NOL gleich; folglich ift 
der ganze Winkel MON den beyden ABC, GHK gleich. 
Aber die Winkel ABC, GHK find größer, als der Win- 
kel DEF; folglich ift auch der Winkel MON größer, als 
der DEF. Da nun die beyden DE, EF den beyden MO, 
ON gleich find, und die Grundlinie DF der Grundlinie 
MN gleich ift, fo ift (i , 8. S.) der Winkel MON dem 
Winkel DEF gleich. Es ift aber gezeigt worden^, dafs er 
gröffer fey, als diefer, welches ungereimt ift; folglich ift 

die AB der OL nicht gleich. 

« 

Nun wollen wir zeigen, dafs fie auch nicht kleiner 
fey; folglich mufs fie gröfler feyn. 

Wird 
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Wird wiederum die O R auf der Ebene ?dcs Kreif« 
lothrecht aufgestellt, und der Seite des Quadrats, nach 
dem folgenden Lehnfaze, gleich gemacht, das dem Ueber« 
fchuiTe des Quadrats von AB über das Quadrat von OL 
gleich ift, fo ift die Aufgabe aufgelöfet. Ich behaupte 

aber» dafs die AB nicht kleiner fcy, als die OL. 

♦ * 
Sie fey, die Möglichkeit angenommen, kleiner, fo 
mache man der AB die OP, der BC die O Obgleich, und 
ziehe die PQ. Da nun die AB* der BC gleich ift, fo ift 
auch die OP der OQ^, folglich auch der Rcft PL dem 
Refte Q.M, gleich, und mithin (6, 2. S.) die LM der PQ„ 
parallel, folglich das Dreyeck LMO dem Dreyecke OPQ, 
gleichwinkelig, und es verhält (ich (6, 4. S.) die LO zu 
der LM wie die OP zu der PQ^ r und verwechfelt die LO 
iu der OP wie die LM zu der PQ. . Es ift aber die LO 
gröfler, als die OP; folglich auch die LM größer, als die 
PQ_ Die LM aber ift der AC gleich gemacht, folglich 
ift auch die AC gröfler, als die PQ. Da nun die beyden 
AB, BC den beyden OP, OQ/ftückweife gleich find, 
aber die Grundlinie AC gröfler ift, als die Grundlinse PQ, 
fo ift (1, 25, S.) auch der Winkel ABC gröiTer, als der 

Win- 
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Winkel PO.Q: Eben fo kann nun, wenn man die OV je* 
der der beyden OP, O Obgleich nimmt, und die PV zie* 
het, gezeigt werden» dafs der Winkel GHK größer, ah 
der Winkel POV, fey. Man feze an den Punkt O der 
Linie LO den Winkel LOS, der dem Winkel ABC, und 
den Winkel LOT der dem Winkel GH K gleich fey, ma- 
che die beyden OS, O T der O P gleich , und ziehe die 
PS, PT, ST. Da nun die Beyden Aß, BC den beyden 
OP, OS gleich find, und der Winkel ABC dem Winkel 
POS gleich ift, fo ift (t , 4. S.) auch die Grundlinie AC, 
das heifst, L M, der Grundlinie PS gleich. Aus eben den 
Gründen ift auch die LN der PT gleich* Und da dio 
beiden ML, NL den b;ydcn PS, PT gleich find, und. 
der Winkel MLN größer ift, als der Winkel SPT, fo 
ift (1, 24. S,) auch die Grundlinie MN gröfTer, als die 
Grundlinie ST. Aber die MN ift der DF gleich; folg- 
lich ift auch die DF gröfTer, als die ST. Da nun die 
beyden DE, EF den beyden SO, OT gleich find, aber 
die Grundlinie DF, gröfTer ift, als die Grundlinie ST, fo 
ift (1, 25. S.) auch der Winkel DEF gröfTer, als der 
Winkel S O T. Es ift aber der Winkel S O T den Winkeln 
AB^C, GH K gleich; folglich ift auch der Winkel DEF 
gröfTer, als die Winkel ABC, GHK» Er ift aber auch 
kleiner, welches unmöglich ift. 

■ 

Lehnßiz. Auf welche Art das Quadrat 
von OR dem Ueberfchuffe des Quadrats von 
AB über das Quadrat von LO gleich gemacht 
werde, kann, wie folgt, gezeigt werden. 

Man nehme die gcra- L C 
den Linien AB, L O , und 
es fey die größere A B fo 
beschreibe man mit diefer 
den Halbkreis ABC, trage 
in denfelben die der LO 
gleiche Linie AC, und zie- 0A s i* 
he die B C. ^ . 

i Da 
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Da nun der Winkel ACB ein Winkel im Halbkreife 
CAB ift, fo iß (3, 31. S.) der Winkel ACB ein rechter, 
folglich ift (1, 47. S.) das Quadrat von AB dem Quadrate 
von A C und 'dem Quadrate von C.B gleich. Es ift aber 
die AC der LO gleich, folglich ift das Quadrat von AB 
u'A das Quadrat von CB gröfler, als das Quadrat von 
LO. Nimmt man alfo der CB die OK gleich, fo ift das 
Quadrat von AB um das Quadrat von OK gröfler, als dai 
Quadrat von LO, w, z, v, w. 

" • * ' f? 

24. S a z. 

Lehrfaz. Wenn ein Körper von paralle- 
len Ebenen eingefchloffen wird, fo find fei- 
ne gegenüberliegenden Seitenflächen einander 
gleich, und Parallelogramme. 

Der Körper CDHG werde von den parallelen Ebe-' 
neu AC, GF, AH, DF, FB, A E , eingefchloffen , fo be- 
haupte ich, dafs feine gegenüberliegenden Ebenen ciaander 
gleich und Parallelogramme feyen. 

Beweis, Da die beyden 
parallelen Ebenen BG, EC von 
<<er Ebene A C gefchnitten wer- 
den, fo find (ix, 16*. S.) ihre ^ 
gemeinfehaftlicheu Durchfchnit* 
te parallel, folglich ift die Aß 
der CD parallel. Da ferner die 
zwey parallelen Ebenen BF, 
A E von der Ebene AC gc D E 
fchnitten werden , fo find ihre 
gemeinfehaftlichen Durchfchnit- 

te parallel; 'folglich ift die AD, der BC parallel. Es ift 
aber gezeigt worden, dafs auch die AB der DC parallel 
fey; folglich ift AC ein Parallelogramm. Auf gleiche Art 
kann nun gezeigt werden, dafs auch die DF, FG, GB, 
BF, A E, . jedes ein Parallelogramm fey* Man ziehe die 
AH, DF, Da nun die AB der DC, und die BH der 
CF parallel ift, fo find die beyden einander berührenden 
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Linien AB, BH den beyden einander berührenden Linien 
DC, CF parallel, und nicht mit ihnen in einer Ebene; 
folglich fchlieflen fie (u, 10. S.) gleiche Winkel ein; der 
Winkel ABH ift alfo dem Winkel DCF gleich. Und da 
(i, 34. S.) die beyden AB, B« den beyden OjC, , CF 
gleich find, und der Winkel- ABH dem Winke} DCF 
gleich ift; fo ift (i, 4. S.) auch die Grundlinie 4H der 
Grundlinie DF, und das Dreyeck ABH dem Dreyecke 
DCF gleich. Auch ift (i, 34, von dem Dreyecke 
ABH das Parallelogramm BG, und von dem Dreyecke 
DEF das Parallelogramm CE da/ Doppehe; folglich ift 
das Parallelogramm BG dem Parallelogramme CE gleich* 
Eben fo kann nun gezeigt werden, dafs auch das Paralle- 
logramm AC dem Parallelogramme GF, und das Paralla- 
logramm AE dem Parallelogramme "BF gleich fey. 



- < 



' Wenn demnach ein Körper von parallelen 
tingefchloffen wird u. f # w. w. 2. c. w. 



* 



25. Saz. 



Lehrßiz. Wenn ein Parallelepipedon durch 
eine feinen gegenüberliegenden Seitenflächen 
parallele Ebene gefchnitten wird, fo. verhalt 
fich die eine Grundfläche zur andern wie 'der 

eine Körper zum andern. 

» . » , * .» •»»«*»■ * » 

. 

Das Parallelepipedon ABCti werde von der Ebene 
VE, die feinen gegenüberliegenden Seitenflächen RA, DK 
parallel ift, gefchnitten, fo behaupte ich, dafs die öründ^ 
fläche AEFtV in der Gründfläche £HCF ilch vertfalte 
wie der Körper ABFV zu dem Körper EG C IX v ' ' 

^» -.»11. . . •' 1 r . • i ■ . , t X s 

Beweis. Man verlängere die A H auf beyden Seiren* 
und. mache der EH Linien, fo viel man will, wie die 
HM, MN, der AE aber auth Linien, fo viel man will» 
wie die AK, KL, gleich, und Vollende die «Parallelogram- 
me LP, KW, HX, MS, irad die Körper ACi, KY, 
DM, MT, * - 

f Da 
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Da nun die LK, KA, AE einander gleich find, Co 
find (x> 38. S.) auch die Parallelogramme LP, KW, AF 
einander gleich. Ebenfo find die Parallelogramme K 0, 
KB, AG, und (n, 24. S.) auch die Parallelogramme LY, 
KCL» AR einander gleich, denn fie liegen einander gegen- 
über. Aus eben dem Grunde find auch die. Parallelogram- 
me EC, HX, MS, und die Parallelogramme HG, HI, 
IN, dergleichen die Parallelogramme DH, MZ, NT 
einander gleich ; folglich* find in den drey Körpern L Q, 
KR, AV, drey Seitenflächen einander gleich. Aber diefe 
dfey find ihren gegenüberliegenden gleich^ folglich find (11, 
io» Erkl.) die drey Körper LQ_, KR, AV, einander gleich^ 
Aus eben den Gründen find auch die drey JKörper ED, 
DM» M T einander gleich. Wievieltach alfo die Grund* 
fläche LF von der Grundfläche AF ift^ ebcnfo vielfach jft 
der Körper LV von dem Körper AV. Aus gleichen Grün* 
den tft der Körper N V von dem Körper H V c benfoviel* 
lach, als die Grundfläche NF von der Grundfläche HP« 
Ferner ift, jenachdem die Grundfläche LF ebenfogrofs, 
©der größer, oder kleiner ift, als die Grundfläche NF, 
auch der Körper L V 5 ebenfogrofs, oder größer, oder klei- 
ner, als der Körper N V« Da nun von den vier Gröflen, 
den zwey Grundflächen AF, FH und den zwey Körpern 
AV, VH, Gleichvielfachf genommen worden find, nänt« 
lieh von der Grundfläche AF und dem Körper AV die 
Grundfläche LF und der Körper LV, von, der Grundflä* 
che H F > und 'dem Körper HV aber die Grundfläche NF 
und der Körper N V » und gezeigt worden aß, dafs, je* 
\ nach- 
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nachdem die Grundfläche LF gröffer, ebenfogrofs, oder 
kleiner ilt, als die Grundfläche NF, auch der Körper L V 
größer, ebenfogrofs, oder kleiner fey, als der Körper 
NV, Co verhält fich (5, 5. Erkl.) die Grund flache AF 
für Grundflache FH wie der Körper AV zum Körper 
VH w. 1, w* 

26. Sag. 

Aufgabe. ^ An eine gegebene gerade Linie 
und einen in ihr gegebenen Punkt einen Win- 
kel zu feien, der einem gegebenen körperli- 
chen Wiükel gleich fey* 

Es fey die gegebene gerade Linie AB, der in ihr ge- 
gebene Puukt A, der gegebene körperliche Winkel, der 
an dem Punkte D, weicher von den ebenen Winkeln 
EDC', EDF, FDC eingefchloflen wird, und man foll an 
die gebene gerade Linie AB und an den in ihr gegebenen 
Punkt A einen Winkel fezen, der dem gegebenen körper- 
Winkel bey D gleich fey. 




Auflofung. Man nehme in der Linie DF einen belie- 
bigen Punkt F, fälle von demfelben (u, n. S.) auf die 
Ebene durch ED, DC die F6 lothrecht, weiche die Ebe- 
ne in dem« Punkte G treffe, und ziehe die DG» hierauf 
feze man (1 , 23. S.) an den Punkt A der Linie AB den 
Winkel BAL, der dem Winkel EDC, und den Winkel 
BÄK, der dem, Winkel EDG gleich fey, alsdann mache 



1 ' 
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man (i, 3. $.) der DG die AK gleich, und errichte in 
dem Punkte K (li, i*. S.) auf der Ebene durch BAL 
die KH iothrecht, mache endlich der GF die RH gleich, 
und ziehe die HÄ, fo behaupte ich, dafs der körperliche 
Winksl bey A, welcher von deö Winkeln BAL, BAH, 
H A L eingefchloflen wird , dem körperlichen Winkel bey 
D, der von den ebenen Winkeln EDC, EDF, FDC ein- 
gefchloflen wird, gleich fey» f 

» » ■ 

Betpeis. Man nehme die Linien AB, DE einander 
gleich, und ziehe die HB, KB, FE, GE. Da nun die 
FG auf der angenommenen Ebene Iothrecht ift, fo macht 
fie (ji» 3. Erkl.) mit allen in der angenommenen Ebene 
fie berührenden geraden Linien rechte Winkel; folglich ift 
jeder der Winkel.FGD, FGE ein rechter. Aus eben den 
Gründen ift auch jeder der beyden HRA, HKB ein rech- 
ter. Und da die beydea KA, Aß den beyden GD, DE 
ftückweife gleich find, und gleiche Winkel einfchlieflen, 
fo ift (i, 4« S.) auch die Grundlinie BK der Grundlinie 
EG gleich. Es ift aber auch die KH der GF gleich, 
auch fchlieflfcn fic gleiche Winkel ein ; folglich ift auch die 
HB der FE gleich. Da ferner die beyden AK, KH den 
beyden DG, GF gleich find, und rechte Winkel einfchlief. 
fen, fo ift auch die Grundlinie AH der DF gleich; auch 
ift die AB der DE gleich; folglich find die beyden HA, 
AB den beyden FD, DE gleich, und die Grundlinie HB 
der Grundlinie FE gleich-, folglich ift auch der Winkel 

BAH 
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BAH dem Winkel EDF gleich. Aus eben den Gründen 
ift auch der Winkel HAL dem Winkel FDC gleich. 
Wenn man nämlich die AL, DG einauder gleich nimmt» 
tmd die KL, HL, GC, FC zieht, fo ift, weil der ganze 
Winkel BAL dem ganzen EDC gleich ift, und der BÄK 
dem E DG gleichgefezt wird, auch der Reft K AL den 
Refte GDC gleich. Und da die beydcn KA, AL den 
beydcn GD, DC gleich find, und gleiche Winkel ein- 
fchlieflen, fo ift (i , 4. S.) auch die Grundlinie K L der 
Grundlinie GC gleich. Es ift aber auch die K H dir G F 
gleich; die beydcn LK, KH find alfo den beyden CQ, 
GF gleich, und fcfelicflen rechte Winkel ein; folglich ift 
die Grundlinie HL der Grundlinie FC gleich. Da ferner 
die beydcn HA, AL den beyden FD, DC gleich find» 
und die Grundlinie HL der Grundlinie FC gleich ift,,fo 
ift (i," 8. S) auch der Wtnkel HAL dem Winkel FDC 
gleich. Es ift aber auch der Winkel BAL dem Winkel 
EDC gleich. 

Demnach ift an eine gegebene gerade Linie und einen 
in ihr gegebenen Punkt ein Winkel gefezt worden» dcC 
einem gegebenen körperlichen Winkel gleich ift. 

27. S a z. . ■ 

Aufgabe* Auf einer gegebenen" geraden 
Linie ein Parallelepipedon zu befchreibeu , das 
einem gegebenen Parallelepipedon ähnlich fey 
und ähnlich liege. 

Ei fey die gegebene gerade Linie AB» da« gegebene 
Parallelepipedon DC, man foll auf der gegebenen gerädert 
Linie A B ein Parallelepipedon befchreiben , das dem ParaU 
lelepipedon DC ähnlich fey und ähnlich liege. 

Anfiöfung. Man feie (11, *6* S.) ati den Punkt A 
der Linie AB einen körperlichen Winkel, der dem kör- 
perlichen Winkel bep C gleich fey, und von den Winkeln 
BAH, HAK, K AB eingefchloflen Werde, fo dafs detf 
Winkel BAH dem Winkel ECF, der Winkel BÄK dem 
Winkel ECG, und der Winkel K AH dem GCF gleich 

K a ^y. 
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fey. Hierauf ma» 
che man (6, 12, S.) 
die EC zu der CG 
wie die BA zu 
der AK, und die 
GC zu der CP 
wie die RA zu K 
der AH , folglich 
($,22, S.) gleich- 
förmig die E C zu 
der CF .wie die 

BA zu der AH, endlich vollende mau das Parallelogramm 
BH und den Körper AL. 

Beweis. Da die EC zu der CG (ich verhält wie die 
BA zu der AK, fo find die um die gleichen Winkel ECG, 
BÄK liegenden Seiten proportionirt und daher ift (6> 4« 
8.) dem Parallelogramme K B das Parallelogramm G E abn- 
lieh. Aus eben den Gründen ift auch das Parallelogramm 
KH dem Parallelogramme GF, und das Parallelogramm 
FE dem Parallelogramm HB ähnlich; folglich find die 
drey Parallelogramme des Körpers CD den drey Parallelo- 
grammen des Körpers AL ähnlich. Aber (11, 24 S.) find 
diefe drey ihren gegenüberliegenden gleich und ähnlich» 
folglich ift der ganze Körper CD dem ganzen Körper 
AL ähnlich. 

Demnach ift auf der gegebenen Linie AB das Paral- 
lelepipedon A L errichtet worden, das dem gegebenen Paral- 
Iclepipedott CD ähnlich ift und ähnlich liegt, w. z. v. w. 

23. Setz. 

Lehrßiz, Wenn ein Parallelepipedon von 
einer Ebene durch die Diagonalen der gegen- 
überliegenden Seitenflächen gefchnitten wird, 
fa -wird es durch diefe Ebene halbirt. 

Das Parallelepipedon A B werde von der Ebene CDEF 
' durch die Diagonaleu der gegenüberliegenden Seitenflächen, 

nüm- 
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nämlich durch die CF, DE gefchniteen, fo behaupte ich, 
dafs der Körper AB von der Ebene CDEF halbirt werde. 

Beweis. Da (i, 34. S.) 
das Dreyeck CGF dem Direy- , 
ecke C 15 F, dai Dreyeck ADE 
aber dem Dreyecke DEH gleich 
ift, aber (11, 24. S.) das Par- 
allelogramm CA dem Parallelo- 
gramme BE, und das Paralle- 
logramm GE dem Parallelo- 
gramme CH gleich ift, weil 

/ie einander gegenüberliegen, fo ift (11, 10. Erkl.) da» 
von den zwey Dreyecken GGF, ADE, und den drey 
Parallelogrammen GE, AC, CE eingefchloflene Prifma 
dem von den zwey Dreyecken CFB, DEH und den drey 
Parallelogrammen CH, BE, CE eingefchloflencn Prifma 
gleich , denn fie werden von gleich vielen und gleich grof- 
fen Ebenen eingefcbloflcn ; folglich wird der ganze Körper 
AB von der Ebene CDEF halbirt, w. z. c. w. 







F 


L 


*_ * 

D 







29. Saz. 

Lehrfaz. Parallelepipeda auf ! eineriey 
Grundfläche und von eineriey Höhe, deren 
Seitenlinien in eineriey geraden Linien ficli 
endigen , lind einander gleich. 

Es feyen die Parallelepipeda CM, CN anf eineriey 
Grundflüche AB, und von eineriey Höhe, und ihre Seiten- 
linien AF, AG, LM, LN, CD, CE, BH, BK endigen 
fich in eineriey geraden Linien FN, DK, fo behaupte 
ich , dafs der Körper C M dem Körper C N gleich fey. 

Beweis. Da die beyden Figuren CH, CK Parallelo- 
gramme find, fo ift (1, 34« S.) die CB jeder der beyden 



• * 
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DH> EK gleich, folglich D E H K 

ift^uch die DH der EK 
gleich« Man nehme die ge- p 
meinfeaftliche EH hinweg, 
Co ifl auch der Reft DE 
dem Refte HK, folglich 
auch (i, 8* S.) das Drey- 
eck DEC dem Drcyecke 
HKB gleich. Aber (i, 36. A L ^ r 

S) ift das Parallelogramm 

DG dem Parallelogramme HN gleich. Aus eben den 
Gründen ift auch das Dreyeck AFG dem Daeyecke LMN 
gleich. Aber (11, 24» S.) ift das Parallelogramm CF dem 
Parallelogramme BM, und das Parallelogramm CG dem 
Parallelogramme BN gleich, denn fie find gegenüberlie- 
gend; folglich ift (11, 10. ErkL) das von den zwey Drey 
ecken AFG, DEC und den drey Parallelogrammen AD, 
DG, GC eingefchlofTene Prifma dem von den 2wcy Drcy- 
ecken LMN, HBK nnd den drey Parallelogrammen BM, 
MH, BN cingefchlofTenen Prifma gleich. Man feze den 
gemeinfehaftlichen Körper hinzu, deflen Grundfläche das 
Parallelogramm A B, die gegenüberliegende Seitenfläche aber 
GEHM ift, fo ift das ganze Parallelcpipedön CM dem 
ganzen Parallelcpipedön CN gleich« 

Demnach find Parsllelepipeda auf einerley Grandflache 
u. C w. w« z« e. w. 

30. Saz. m 

Lehrfaz. Parallelepipeda auf einerley 
Grundfläche und von einerley Höhe, deren 
Seitenlinien nicht in einerley geraden Linien 
lieh endigen, find einander gleich. 

Es feyen die Parallelepipeda CM, CN auf einerley 
Grundfläche AB und von einerley Höhe, und ihre Seren« 
Knien AF," AG, LM, LN, CD, CE, BH, BK liegen 
L , nicht 
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in einerley geraden Linien, fo behaupte ich, dafs der 
Körper CM dem Körper CN gleich fey. 

Beweis. Man 
verlängere die 
NR, DH wie auch 
die GE, FM, 
und diefe treffen 
in den Punkten P, 
Ri 0.» 0 zusam- 
men , fo ziehe man 
die AO , LP , CQ., 
BR. Nun ift (u, 
.29. S.) der Körper 
CM, deffen Grund- 
fläche das Parallelogramm ACBL und die ihr enrgegenge* 
fezte Seitenfläche FD HM ift, dem Körper CP, deflen 
Grundfläche das Parallelogramm ACBL und die ihr ent- 
gegengefezte Seitenfläche OQJIP ift, gleich, denn fie find 
auf einerley Grundfläche ACBL und ihre Seiteuftnien AF, 
AO, LM, LP, CD, CQj BH, BR endigen fleh in ei* 
nerk^y geraden Linien FP, DR. Aber der Körper CP, 
deflen Grundfläche das Parallelogramm ACBL, uud die 
ihr entgegengefezte Seitenfläche OQRP ift, ift (11, 29» S.) 
dem Körper CN, deflen Grundfläche das Parallelogramm 
ACBL und die ihr entgegengefezte Seitenfläche GEKN ift, 
gleich , denn fie find auf einerley Grundfläche ACBL und 
ihre Seitenlinien AG, AO, CE K CQ_, LN, LP, BJC, 
BR endigen fich m einerley geraden Linien GQ_, NR; 

folglich ift auch der Körper CM dem Körper CN gleich, 

« 

Demnach find Parallelepipcda auf cinerley Grundfläche 
11. f, w. w. 1» e. w. 



31. Saz. 

Lehrfaz* Parallelepipeda auf gleichen 
Grundflächen und von einerley Höhe find 
einander gleich. 

Es 
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Eft feyen die Parallelepipeda AE, CP auf den gleichen 
Grundflächen AB, CD und von einerlcy Höhe , fo behaup- 
te ich , dafs der Körper A E dem Körper C F gleich fey. 




Beweis, Es feyen zuerß die Seltenlinien HK, BE, 
AG, LM, PCL, DF, CO, RS auf den Grundflächen 
AB, CD loth recht, der Winkel ALB aber fey dem Win- 
kel CRD ungleich, fo verlängere man die CR in gerader 
Linie nach, RT, feze (i , 2}. S,) an den Punkt R der ge- 
raden Linie R T den Winkel T R V , der dem Winkel 
ALB gleich fey, und mache der AL die KT, der LB 
aber die RV gleich, ziehe durch den Punkt V der RT 
die VX parallel, und vollende die Grundfläche RX, und, 
den Körper V Y. Da nun die beyden TR, R V den bey- 
den AL, LB gleich find, und gleiche Winkel einfchlieflcn, 
fo ift das Parallelogramm RX dem Parallelogramme HL 
gleich und ähnlich. Ferner da die AL der RT, und die 
LM der RS gleich ift, und beyde gleiche Winkel ein- 
fchlieflcn, fo ift das Parallelogramm RY dem Paral'elo- 
gramme AM gleich und ähnlich. Aus eben den Gründen 
i(t das Parallelogramm LE dem Parallelogramme SV gleich 
und ähnlich; folglich find die drey Parallelogramme des 
Körpers A E den drey Parallelogrammen des Körpers VY 
gleich und ähnlich. Aber (11, 24. S.) find diefe drey 
euch <<en drey gegenüberliegenden gleich. und 'ähnlich , folg- 
lich ift 10. Erkl,) das ganze Parallelepipedon AE 
dem ganzen Parallelepipedoh VY gleich. Man verlängere 
die DR, XV, und fr.* treffen in dem Punkte Z zufammen, 
fo ziehe man durch den Punkt T der D Z die T t paral- 

ki, 
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lel, verlängere die Tt, PD bis He in dem Punkte A zu* 
fara mcn treffen, uncT vollende alsdann die Körper ZY, RI, 
fo ift der- Körper ZY, d*(fen Grundfläche das Parallelo. 
gramm $Y dieibr gegenüberliegende Seitenfläche aber Zq 
ift, (ix, i 9 . S.) dem Körper YV, deflen Grundfläche das 
Parallelogramm R Y^ und die ihr gegenüberliegende Seiten- 
fläche VW ift, ^lelcji, denn fie find auf cinerley Grund- 
fläche R Y und von cinerley Höhe V-und * j Dre Seitenlinien 
R«, R V, Tt', XX, Ss, SN, Yq^ YW endigen lieh in 
einerley geraden Linien ZX, sW. Aber der Körper VY 
ift dem Körper AE gleich; folglich ift auch der Körper 
YZ dem Körper A E gleich. Ferner da däs Parallelogramm" 
RVXT (t, 35. S.) dem Parallelogramme ZT gleich ift, 
denn fie find auf einerley Grundlinie' RT und in einerley 
Parallelen RT, ZX, aber auch das Parallelogramm RVXT 
dem Parallelogramme CD gleich ift., weil es auch, dem 
AB gleich ift, (b ift das Parallelogramm ZT, dem Paralle- 
logramme CD gleich. Es ift aber DT ein anderes Parral* 
lelogratnm; folglich verhält fich ($, 7. S.) die Grundflä« 
che CD zu der Grundfläche D T wie die ZT iu der D T- 
Und da das Parallelepipedon C I von der feinen gegenüber- 
liegenden (Seitenflächen parallelen Ebene RF gefchnitten 
wird, fo verhält fich (11, 25. S.) die Grundfläche CD zur 
Grundfläche DT wie der Körper CF zu dem Körper RJ. 
Aus ebeti den Gründen, weil das Parallelepipedon ZI von 
der feinen gegenüberliegenden Seitenflächen parallelen Ebe* 
.tie RY gefchnitten wird, verhält fich «die Grundfläche ZT 
zur Grundfläche DT wie der Körper ZY zu dem Körper 
RI. Aber wie die Grundfläche CD zur Grundfläche DT 
fich verhält, fo verhält fich die Grundfläche ZT zu der 
TD; folglich verhält fich auch der Körper CF zu dem 
RI (5, 11. S.) wie der Körper ZY zum Körper RI. Da 
alfo die beyden Körper CF, ZY zu dem Körper RI ei- 
nerley Vcrhältnifs haben; fo ift 9. S.) der Körper CF 
dem Körper ZY gleich. Aber von dem Körper ZY ift 
gezeigt worden, dafs er dein Körper AE gleich fey, folg- 
lich ift auch der Körper AE dem Körper CF gleich. 



Es 
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Es fcyen aber zweitem die Seitenlinien AG, HK, 
BB, LM, CO, PCL, DF» RS auf den Grundflächen AB, 
CD nicht lothrecht, fo behaupte ich wiederum, dafs der 

Körper AE dem Körper CF gleich fey. 

• ■ 

Man fälle (ti f ir. S.) von den Punkten K, E, G, 
M, Q., F» O, S auf die angenommene Ebene die Lothe 
KN, ET, GV, MW, QX FY, 02, SU welche ah 
Ebene in den Punkten N, T, V, W, X, Y, Z, I treffen, 
und ziehe die NT, VW, NV, TW, XY, XZ, ZI, 
IY, fo ift (n, 3t* S) der Körper KW dem Körper Ql 
gleich, denn fie find afaf gleichen Grundflächen KM, QS, 
und vou einerley Höhe, und ihre Seitenlinien find auf den 
Grundflächen lothrecht. Aber (u, 30. S.) ift der Körper 
KW dem Körper AE, der Körper QJ aber dem Körper 
CF gleich, denn fie find auf einerley Grundfläche, und 
von einerley Höhe, und ihre Seitenlinien endigen fich nicht 
in einerley geraden Linien ; folglich ift auch der 
dem Körper C F gleich. 



Demnach find Parallelepipeda auf gleichen Grundflä- 
chen u. f. w. w. 2. e, w. 

; , . 32. S a z. 

jLehrfaz. Parallelepidrfda von einerley 
Höhe verhalten fich wie ihre Grundflächen. 

Es feyen die Parallelepipeda AB, CD, welche einer- 
ley Höhe haben, fo behaupte ich, dafs fie fich wie ihre 

Grund- 
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Grundflächen verhalten , das heifst, dafs die Grundfläche 

AE zur Grundfläche CF (Ich verhake wie der Körper 
AB zum Körper CD« 

B x - Ö K 
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Beweis. Man feze (l, 4$. S.) auf die Linie FG das 
Parallelogramm FH, das dem Parallelogramme AE gleich 
fey » auf der Grundfläche FH aber, und unter einerley 
Höhe mit dem CD, errichte man das Parallelcpipedon. OK, 
fo ift (t u 31. SO der Körper A ß dem Körper G K gleich, 
denn fie find auf gleichen Grundflächen AE, FH uud von 
einerley Höhe« Da nun das Parallelcpipedon CK von der 
feinen gegenüberliegenden Seitenflächen parallelen Ebene 
DG gefchnitten wird, fo verhält fleh (11, 25. S.; die 
Grundfläche HF zur Grundfläche CF wie der Körper HD 
zum Körper DC. Aber die Grundfläche FH ift der Grund- 
fläche AE, und der Körper GK dem Körper AB gleich; 
folglich verhält fleh auch die Grundfläche AE zur Grund- 
fläche CF wie der Körper AB zum Körper CD. 

Demnach verhalten fich Parallelepipeda u. f. w. w. 
z. e. w. 

1 

« 

■ 

33. S a z. 

Lehrfaz. Aehnliche Parallelepipeda find 
in dreymal höherem Verhältnifle ihrer homo- 
logen Seiten. . 

• * 

Es feyen die Parallelepipeda AB, CD einander ähn- 
lich, und die Seite AE der Seite CF homolog, fo behaupte 

ich, 
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ich, dafs der Körper AB zu dem Körper CD ein dreymal 
höheres Verhälmifs habe,' als die AE zu der CF. 

Beweis. Man verlän- 
gere die AE, GE, HE in 
gerader Richtung nach EK, 
EL, EM, mache der CF 
die ER, der FN die Et, 
der FR die EM gleich, 
und vollende das Parallelo- 
gramm KL und den 
per KP. 

Da nun die beyden 
EK, EL den beyden CF, 
FN gleich find, aber auch 
der Winkel K EL dem Win- 




kel C FN gleich iß , weil , wegen def Aehnlichkcit der 
Körper AB, CD, auch der Winkel AEG dem Winfcel 
CFN gleich iß, fo ift das Parallelogramm KL dem Paral- 
lelogramme CN gleich und ähnlich. Aus eben den Grün* 
den ift auch das Parallelogramm KM dem Parallelogramme 
CR V , und das Parallelogramm EP dem Parallelogramme 
D F gleich und ähnlich , demnach find die drey Parallelo- 
gramme des Körpers K P den drey Parallelogrammen d«$ 
Körpers CD gleich und ähnlich. Aber (n, 24. S.) find 
diefe drey den drey gegenüberliegenden gleich und ähnlich ; 
folglich ift der ganze Körper KP (11, 10. Er kl.) dem 
ganzen Körper CD gleich und ähnlich. Man vollende das 
Parallelogramm GK, und errichte auf den Grundflächen 
GK, KL, und unter einerley Höhe mit dem AB, die 
Körper EO, LQ. Da nun wegen der Aehnlicbkeit der 
Körper AB, CD, die AE zu der CF fich verhält wie 
die EG zu der FN und wie die EH zu der FR, die CF 
aber der EK, die FN der EL, und die FR der EM 
gleich ift, fo verhält (ich die A E zu der EK wie die GE 
zu der EL, und wie die HE zu der EM. Aber (6» x. 
S») verhält fich das Parallelogramm AG zu dem Parallelo- 
gramme GK wie die AE zu der EK, und das Parallelo- 
gramm G K zu dem Parallelogramme K L wie die G E zu 

der 
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der EL, und das Parallelogramm QJB, zu dem Parallelo- 
gramme KM wie die HE zu der EM; folglich verhält 
fich auch das Parallelogramm AG zum Parallelogramme 
GK wie das GK zu dem KL» und wie das EQ_ zu dem 
KM. Aber (u, 32. S.) verhält fich das Parallelogramm 
AG zum Parallelogramme GK wie der Körper AB zum 
Körper EO, das Parallelogramm GK zum Parallelogramme 
KL wie der Körper EO zum Körper Q^L, und das Par- 
allelogramm Qß zum Parallelogramme K M wie der Körper 
Q_L zum Körper K P ; folglich verhält fieb auch der Kör- 
per AB 'zum Körper EO wie der EO zu dem QJL und 
der QJ* zu dem KP, Wenn aber vier Größen ftetig pro- 
portionirt find, fo hat ($, it. Erkl) die erfte zur vierten 
ein dreymal höheres Verhältnifs , als die erftc zur zwey- 
ten; folglich hat auch der Körper AB zum Körper KP ein 
dreymal höheres Verhältnifs, als der Körper AB zum 
Körper EO, Aber (11, 32. S.) verhält fich der Körper 
AB zum Körper EO wie das Parallelogramm AG zum 
Parallelogramme GK und (6, 1« S.) wie 1 die Linie AE 
zu der EK; folglich hat auch der Körper AB zum Körl 
per KP ein dreymal höheres Verhältnifs, als die Linie 
A E zu der EK. Es ift aber der Körper KP dem Körper 
CD, und die Linie EK der CF gleich; folglich hat auch 
der Körper AB zum Körper CD ein dreymal höheres 
Verhältnifs, als feine homologe Seite AE zur homologen 

Seite CF, w. z. e. w. 

■ 

s . 

Zufaz. Hieraus erhellet, dafs wenn vier gerade Li- 
nien proportionirt find, die erfte zur vierten fich verhalte 
wie das Parallelepipedon über der erften zu dem* ihm ähn- 
lichen und ähnlichliegenden Parallelepipedon über der zwey- 
ten, weil nämlich die erfle zur vierten ein dreymal höhe- 
re! Verhältnifs hat, als zur zweyten. 

34. Saz. 

Lehrfaz. Wenn zwey Parallelepipeda ein- 
ander gleich find, fo lind ihre Grundflächen 

deu 
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den Hohen umgekehrt proportionirt; und Pär- 
allelepipeda, deren Grundflächen den Höhen 
umgekehrt proportionirt find, find einander 
gleich. 

Es feyen die gleichen Parallelepipeda AB, CD, fo be- 
haupte ich» dafs ihre Grundflächen den Höhen umgekehrt 
proportionirt feyen, das heißt, dafs die Grundfläche EH 
2ur Grundfläche NQ^fich verhalte, wie die Höhe des Par- 
alielepipedpns CD. zur Höhe des Parallelepipedons AB. 



K 



B 





Beweis. Es feyeu zuerß die Seitenlinien AG, EF, 
LB, HR, CM, NO, PD, Q_R auf ihren Grundflächen 
lothrecht, fo behaupte ich, dafs die Grundfläche EH zur 
Grundfläche NQ. ßch verhalte wie die Höhe CM zur 
Höhe AG» » 

Wenn die Grundfläche EH der Grundfläche NCLgleich 
ift, fo ift, da auch das Parallelepipedon AB dem Parallele- 
pipedon CD gleich ift, auch die Höhe CM der Höhe AG 
gleich« Denn wenn die Grundflächen E H , N Q, einander 
gleich und doch die Höhen AG, CM ungleich wären, fo 
wäre,(u, 3k S.) auch der Körper A.B dem Körper CD 
nicht gleich. Es ift aber angenommen, dafs er ihm gleich 
fey ; folglich ift auch die Höhe C M der Höhe A G nicht 
ungleich, alfo gleich, und mithin verhält fich die Grund- 
fläche EH zur Grundfläche NCL wie die Höhe CM zur 
Höhe AG, und es erhellet alfo, dafs die Grundflächen der 
Körper AB, CD den Höhen derfeßen umgekehrt propor- 
tionirt feyeu. 

Aber 
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Aber die Grundfläche EH fey der Grundfläche NQ. 
nicht gleich, fondern die EH fey größer, fq mufs, da 
der Körper AB dein CD gleich ift, die CM gröfier, als 
die AG, feyn. Denn wäre dies nicht, fo wären wiede- 
rum (n, 31. S.) die Parallclepipcda AB, CD cinaider 
nicht gleich. Nach der Vorausfezung aber find fie einan- 
der gleich, Man feze alfo die CT der AG gleich, und 





\ 



vollende das Parallelepipedon CW auf der Grundfläche 
N<iund von der Hohe CT. Da nun der Körper AB 
dem Körper CD gleich ift, CW aber ein anderer Körper 
ift, und (5 , 7. S,) gleiche Größen zu einer Gröfle einerley 
Verhältnifs haben, fo verhält fich der Körper AB 2um 
Körper CW wie der Körper CD zum Körper CW. Aber 
(ii, 32. S.) verhält fich der Körper AB zum Körper CW 
wie die Grundfläche EH zur Grundfläche NQ., denn die 
Höhen der Körper AB, CW find einander gleich. Hin- 
gegen (11, 25. S.) verhält fich der Körper CD zum Kör- 
per CW wie die Grundfläche MQ_tur Grundfläche QT, 
und (6, 1. S.) wie die Grundlinie MC zur Grundlinie 
CT; folglich verhalt fich die Grundfläche EH zur Grund- 
fläche Na Wie die Linie MC zu der CT. Es ift aber 
die CT der AG gleich; folglich verhält fich die Grundfla- 
che EH zur Grundfläche NCL wie die Linie MC zur Li- 
nie AG« Demnach find der Körper AB; CD Grundflä- 
chen ihren Höhen umgekehrt proportionirt. 

Es 
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Es feyen nun zweytem die Grundflächen der Körper 
AB, CD ihren Höhen umgekehrt proportionirt, und es 
verhalte fich die Grundfläche E H zur Grundfläche N Q. 
wie die Höhe des Körpers CD zur Höhe des Körpers Aß, 
fo behaupte ich, dafs der Körper Aß dem Körper CD 
gleich fey. 

Die Seitenlinien feyen wiederum auf den Grundflächen 
lothrecht. Wenn nun die Grundfläche EH der Grundflä- 
che N(£_ gleich iß, fo ift, da die Grundfläche EH zur 
Grundfläche NQ_fich verhält wie die Höhe des Körpers 
CD zur Höhe des Körpers AB, die Höhe des Körpers 
C D der Höhe des Körpers A B gleich» Aber Parallelcpi- 
peda auf gleichen Grundflächen und von eineriey Höhe 
lind (ii, 51. S.) einander gleich; folglich ift der Körper 
AB dem Körper CD gleich. 



D R 




Es fey aber die Grundfläche EH der Grundfläche NQ„ 
nicht gleich , fondern die E H fey gröfler , fo ift auch die 
Höhe des Körpers CD gröfTer, als die Höhe des Körpers 
AB, das heifst, die CM größer, als die AG. Man nehme 
wiederum der AG die CT gleich, und vollende, wie zu- 
vor, den Körper CW, Da nun die Grundfläche EH zur 
Grundfläche N Q„ Geh verhält wie die CM zu der A G. die 
AG aber der CT gleich ift, fo verhält fieh die Grundflä- 
che £ H zur Grundfläche N Q. wie die MC zu der C 

Aber 

- 
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Aber (ix, 32. $♦) verhält (ich die Grundfläche Erl 2ur 
Grundfläche NQj wie der Körper AB 2um Körper CW» 
denn die Körper AB, CW find gleich hoch. * Wie Geh 
aber die MC 2u der CT verhält, fo verhält fich (6*, i # 
S.) die Grundfläche MQ^zur Grundfläche QJT, und (11, 
25. S.) der Körper CD zum Körper CW; folglich verhält 
fich auch der itörpcr AB zum Körper CW wie der Kör- 
per CD «uro Körper CW, Die beyden Körper AB, CD 
haben alfo tu dem C W einerley VerhältmTs , und folglich 
ift (5, 9. S.) der Körper AB dem Körper CD gleich. 
w # z. e. w. 

Es feyen aber zweytem die Seitenlinien FE, BL, GA, 
KH, ON, DP, MC, RCLaüf ihren Grundflächen nicht 
lotbrecht, fo falle man (11 9 11. S.) von den Punkten P 9 
G, B, K, O, M> D, K auf die Ebenen der Grundflächen 





/ 1 



EH, NQ. Lothe, welche den Ebenen in den Punkten S f 
T, V, W, X, Y, <i, Z begegnen, und vollende die Kör- 
per FW, ÖZ, fo behaupte ich, dafs auch dann, wenn 
die Körper AB, CD einander gleich find, ihre Grundflä- 
chen den Höhen umgekehrt proportionirt feyen , und die 
Grundfläche EH zur Grundfläche NQ.fich verhalte Wie die 
Höhe des Körperi CD zur Höhe de« Körpers AB» 

9 Da 
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Da der Körper A B dem Körper CD, dem Körper 
AB aber (n, 30. S.) der Körper BT gleich ift, denn fie 
find auf einerley Grundfläche FK, und von einerley Hö- 
he, und ihre Seitenlinien endigen fich nicht in einerley ge- 
raden Linien , da ferner auch der Körper D C dem Körper 
DY gleich ift, denn fie find auf einerley Grundfläche OR 
und von einerley Höhe, und ihre Seitenlinien endigen fich 
nicht in einerley geraden Linien, fa ift auch der Körper 
BT dem Körper DY gleich. Wenn aber zwey Parallele 
pipeda einander gleich find, und, ihre Höhen auf den 
Grundflächen lothrccht ftehen, fo find nach dem erften 
Thcile diefcs Beweifes, die Grundflächen den Höhen um- 
gekehrt proportionirt ; es verhält fich alfo die Grundfläche 
FK zur Grundfläche OK wie die Höhe des Körpers DY 
zur , Höhe des Körpers BT. Und (11, 24. S.) ift die 
Grundfläche FK der Grundfläche EH, die Grundfläche OR 
aber der Grundfläche N Obgleich; folglich verhält fich die 
Grundfläche EH zur Grundfläche N CL wie die Höhe des 
Körpers DY zur Höhe des Körpers BT. Die Körper DY,, 
BT aber haben mit den Körpern DC, BA einerley Hö- 
he; folglich verhält fich die Grundfläche EH zur Grund- 
fläche NQ_wie die Höhe des Körpers DC zur Höhe des 
Körpers B A. Demnach find die Grundflächen der Körper 
AB, DC ihren. Höhen umgekehrt proportionirt. 

s 
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Ei feyen nun aber die Grundflächen der Körper AB, 
CD den Höhen umgekehrt proporrionirt , und et verhalte 
fich die Grundfläche EH zur Grundfläche NQ. wie die 
Höhe des Körpern CD zur Höhe des Körpers AB To be- 
haupte ich, dafs der Körper AB dem Körper CD gleich 
fty. 

Da» nach der vorigen Conftrucrion , die Grundfläche 
E H zur Grundfläche N Q. (ich verbäte wie die Höhe des 
Körpers CD zur Höhe des Körpers AB, die Grundfläche 
EH aber der FK» und die N Ct <*" OR gleich ift, f 0 
verhält fleh auch die Grundfläche FK zur Grundfläche OR 
wie die Höhe des Körpers CD zur Höhe des Körpers A ß # 
Die Körper AB, CD aber haben mit den Körpern BT, 
DY cinerley Höhen, es verhält fich alfo die Grundfläche 
FK zur Grundfläche OR wie die Höbe des Körpers DY 
zur Höbe des Körpers B T. Demnach find die . Grundflä- 
chen der Körper BT, DY ihren Höhen umgekehrt pro- 
portionirr. Nach dem erften Theile diefes ßeweifcs aber 
find Parallelcpipeda , deren Höhen auf den Grundflächen 
Jothrecht flehen, und deren Grundflächen den Höhen um« 
gekehrt proportionirt find, einander gleich) folglich iß* 
der Körper BT dem Körper DY gleich, Aber (n, y> 9 
S.) ifi dem Körper BT der Körper BA gleich, denn fie 
find auf cinerley Grundfläche FK, und von ein erley Höhe, 
und ihre Seitenlinien endigen fich nicht in einerley gera- 
den Linien» und dem Körper DY ift der Körper DC 
gleich» denn fie find auf einerley Grundfläche OR» und 
Von einerley Höhe» und ihre Seitenlinien endigen fich 
nicht in einerley geraden Linien; folglich ift auch der 
Körper A B dem Körper C D gleich » w» 2, e, w, « 

* 

4 

» - 

Lehrfaz. Wenn man «wey ebene Win- 
kel hat, und in ihren Scheitelpunkten gerade 
Linien aufl'tellt, die mit den zuerft gefezten 
Linien Winkel machen , die einander ftirck- 

S 2 weife 
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weife gleich find, in den aufgefüllten Linien 
aber willkührliche Punkte annimmt, und von 
diefen auf die Ebenen , in welchen die zuerft 
angenommenen Winkel liegen, Lothe fällt, 
von den Punkten aber, in welchen diefe Lo- 
the die Ebenen treffen , nach den zuerft ange» 
»ommenen Winkeln gerade Linien zieht, fo 
fchlieffen diefe mit den aufgehellten Linien 
gleiche Winkel -ein. - 

Es feyen die zwey geradlinigen Winkel BAC, ED F, 
und in den Punkten A , D ftclle man die Linien AG, PM 
auf 9 die mit den Anfangs gefezten geraden Linien Winkel 
machen, die einander ßückweife gleich feyen, nämlich den 
Winkel MDE, der dem Winkel GAB, und den Winkel 
MDF, der dem Winkel GAC glekh fey, hierauf nehme 
man in den Linien AG, DM nach Belieben die Punkte G» 
M an, und fülle von diefen auf die Ebenen durch BAC, 
EDF die Lothe GL» MN, die den Ebenen in den Punk* 
tenL, N begegnen, und ziehe die LA, ND, fo behaupte 
ich* dafi der Winkel GAL dem Winkel MDN gleich fey. 




G L 

Beweif. Man mache der DM die AH gleich, und 
«iehe durch H der GL die HK parallel. Es iß aber die 
GL auf der Ebene durch BAC lothrecht, folglich id (ir, 

8* S.) 

\ , 
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S. S.) auch die HK auf der Ebene durch BAC lothrechk 
Man fälle von den Punkten K , N auf die Linien A B» 
AC, DF, DE die Lothe KB» KC, NF, NE und ziehe 
die HC, CB, MF, FE. Da nun (i, ..47, S») da« Qua- 
drat von AH. den Quadraten von KA, HK gleich ift, dem 
Quadrate von KA, aber die Quadrate von KC, CA. 
gleich find» fo ift das. Quadrat von HA den Quadraten 
von HK, KC, CA. gicich. Aber den Quadraten von RH, 
KCift das Quadrat von HC gleich; folglich, ift 3as Qua- 
drat von HA den Quadraten/ von HC, CA gleich, und 
mithin der Winkel H C A ein rechter« Aus eben den 
Gründen aber ift auch der Winkel DFM ein rechter; 
folglich ift der Winkel HC A dem Winkel DFM gleich. 
Es ift. aber auch der Winkel H A C dem Winkel MDß 
gleich ; folglich find M D F % H A C z wey Drcyecke. in wtU. 
chen zwey und zwey Winkel einander ftückweife gleich, 
find, und eine Seite des einen einer Seite des andern gleich, 
ift, und zwar die, welche einem der gleichen Winkel ge- 
genüberliegt, die AH nämlich der DM;, folglich, find (l, 
2.6\ S.) auch die übrigen Seiten einander ftückweife gleiche 
die A C aifo ift der D F gleich« Auf gleiche Art kann nun, 
gezeigt werden, dafs auch die AB der DE gleich fey* 
Klan ziehe die HB, ME, Da nun das Quadrat von AH? 
den Quadraten von AK,, KH gleich iift, dem Quadrate 
von AK aber die Quadrate von AB, BK gleich find, fo. 
lind die Quadrate von AB, BK, KR dem Quadrate von. 
AH gleich. Aber den Quadraten von BK, KH ift das; 
Quadrat 1 von BH gleich, denn der Winkel H KB ift ein* 
rechter, weil die HK auf der angenommenen. Ebene Ioth« 
recht ift ; das Quadrat, von A H alfo ift den Quadraten von, 
AB, BH gleich; folglich ift der Winkel HBA ein rechter«. 
Aus ähnlichen Gründen ift auch der Winkel DEM ein. 
rechter* Nach der Vorausfezung aber ift der Winkel BAH 
dem Winkel EDM gleich; nun ift aber auch die AH der 
DM gleich; folglich ift auch die AB der DE gleich. Da. 
nun die AC der DF, die AB aber der DE gleich ift». 
und mithin die beyden CA, AB den beyden FD, DE. 
gleich find, aber auch der- Winkel C AB. dem Winkel FD R 

gleich 
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A 



D 



■ 




F 



G 



L 



gleich ift, fo ift d ,4. S.) die Grundlinie BC der Grund- 
linie E F gleich , die beyden Dreyccke find einander gleich» 
und die übrigen Winkel in beyden find einander ftückwei- 
fc gleich. Der Winkel ACB alfo ift dem Winkel DFB 
gleich. Es ift aber, nach der Conftruction» der rechte 
Winkel AC£ dem rechten Winkel DFN. folglich auch 
der übrige Winkel BCK dem übrigen Winkel EFN gleich. 
Au« ähnlichen Gründen ift auch der Winkel CBK dem 
Winkel FE N gleich. Demnach find BCK, EFN xwey 
Dreyecke, in weichen iwey und iwey Winkel einander 
ftückweife gleich find, und eine Seite des einen einer Sei- 
(e des andern gleich ift, diejenige nämlich, welche an den 
gleichen Winkefn liegt, dasheifst die BC der EF; folg« 
lieh find (i, 36. S.) auch die übrigen Seiten in beyden 
einander ftück weife gleich; die CR alfo ift der FN gleich. 
Es ift aber auch die AC der DF gleich, mithin find die 
beyden AC, CK den beyden DF. FN gleich, und fchlief. 
fen rechte Winkel ein, folglich ift (i> 4. S.) die Grundli- 
nie AK der Grundlinie DN gleich. Da nun auch die AH 
der D»M gleich ift, fo ift auch das Quadrat von AH dem 
Quadrate von 'DM gleich. Aber (l, 47. S,) find dem Qua- 
drate von AH die Quadrate von AK, KH gleich, denn 
der Winhel AKH ift ein rechter, dem Quadrate von DM 
aber find die Quadrate von DN» NM gleich, weil der 
Winkel D N M ein rechter ift ; folglich find die Quadrate 



von 
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von AK, KH ; 4fn Quadraten von DN, NM gleich. Ua* 
ter diefen ift aber «das Quadrat von AK dem .Quadrate 
von DN gleich > folglich ift auc£ der Reft; das Quadrat 
von KH, dem andern Rede, dem Quadrate von NM, 
mithin die H & der N M fetbft gleich. Da nun die bey. 
den HA, AK den, bey den MD, DN ftück weife gleich find, 
und von der Grundlinie HK gezeigt worden ift* dafs iie 
der Grundlinie NM gleich fey, fo ift (i , g« S.) auch der 
Winkel HAK dem Winkel MDN gleich, w* z. e. w. 

Zufaz* Hieraus erhellet, dafs wenn man zwey glti- 
che ebene geradlinige Winkel hat, und auf denfelben glei- 
che gerade Linien auHlellt, die mit den zuerft gefezten 
geraden Linien Winkel machen, welche einander ftückwei- 
fe gleich find, die Lothe, die von ihnen nach den Ebenen, 
in welchen die zuerft angenommenen Winkel liegen, ge- 
fällt werden einander gleich feyen«, 

36. 8 a.z. 

Lehrfaz. Wenn drey gerade Linier* pro- 
portionirt find, fo ift das. aus denfelben er- 
richtete Parallelepipedon dem aus der mittle- 
ren errichteten gieichfeitigen und mit dem er- 
ftern gleichwinkeligem gleich. 

Es feyen die. drey gerade Linien A, B *. C proportio- 
üirt und es verhalte fich die A zu der B wie die B z» 
der C, fo behaupte ich, dafs das aus den drey Linien Ar 
B , C errichtete Parallelepipedon dem aus der B errichtete« 
gieichfeitigen und mit dem erftcra gleichwinkeligen gleich 
fey. 

- 

Reweis* Et fey an E ein körperlicher Winkel, von 
den- drey ebenen Winkeln DEG, GEF, FED eingefchlof- 
fen; man mache der B jede der Linien DE» GE* EF 
gleich* und vollende das Parallelepipedon ER, hierauf 
mache man der A die LM gleich, und fezc (n> %'6. S.J 
an den Punkt L der Linie LM eitlen körperlichen Winkel, 

der 

* 

1 
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der dem bey E gleich fcy, und von deq WinkeIn?!NLO, 
OLM, MLN eingefchlpflen werde. Endlich mache man 
der B die LO, der C die LN gleich, 

r ► 

t 4 

Da nun die A zu der B (ich verhält wie die B in 
der C, die A aber der LM, und die B einer jeden der 
fcinien LO, EF, EG, ED, die C endlich der LN gleich 
ift, fo verhält (ich die LM zu der EF wie die D E zu 
der LN, auch find die um die gleichen .Winkel MLN» 
DEF liegenden Seiten unigekehrt propörtionirt ; folglich ift 
(6? 14. S.) das Parallelogramm MN dem Parallelogramme 
DF gleich. Und da die zwey ebenen geradlinigen Win- 
kel DEF, NLM gleich, und auf ihnen die geraden Lini?n 
LO, EG aufgehellt find, die einander felbft gleich find, 
und mit den Anflugs gefeiten» Linien Winkel einfchliefTcu, 
die einander ßückweife gleich find, fo find (11, 35. Zuf.) 
die Lothe, die von den Punkten G, O auf die Ebenen 
durch NLM, DEF gefällt werden , einander gleich , und 
mtshin die Körper LH» EK von gleicher Höhe, Parallel 
lepipe^a aber auf gleichen Grundflächen und von einerlei 
Höhe find (xi, 31. S.) einander gleich; folglich ift der 
Körper HL dem Körper EK gleich: E* ift aber HL der 
von den dreyen A, B, C, und EK der von der Linie B 
errichtete Körper; und mithin ift der von den dteyen A, 
Bi C errichtete Körper dem von der B'errichtetcn gleich- 
fei tigen und mit dem vorgenannten gleich winkeligen gleich. 



- .'..-«. 
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Wenn demnach drcy gerade Linien proportionirt find 
ö, T. w. w. *♦ e, w. 



. V 37. Saz. 

* * -* * ^ - 

Lehrfaz. Wenn vier gerade Linien pro- 
portionirt find, fo find auch die von den fei* 
ben befchriebenen ähnlichen und ähnlichlie- 
genden Parallelepipeda proportionirt; und 
wenn die von vier geraden Linien befchriebe- 
nen ähnlichen und "ahulichliegenden Parallel 
lepipeda proportionirt lind, fo lind auch die 
geraden Linien proportionirt. 

Es feyen die vier geraden Linien AB, CD, EF, GH 
proportionirt, fo dafs die AB 211 der CD fich verhalte 
wie die EF 211 der GH, und man befchreibe von den Li- 
nien AB, CD, EF , GH die ähnlichen und ähnlichiiegen- 
den Parallelepipeda KA, LC, ME, NG, fo behiupte i$hj 
dafs der Körper KA zu dem LC fich verhalte wie der 
ME zu dem NG. 



K 



M 



N 





■i 



Beweis. f Da das Paralfelepipedon KA dem LC ä*hn» 
lieh ift, fo hat (11, 33. S.) die KA zu dem LC ein drey- 
mal höheres Verhältnifs, als die AB zu der CD. Aus 
eben den Gründen hat auch der Körper ME zu dem N G 
ein dreymal höherem Verhältnifs, als die EF zu der GH. 
Nach der Vorausfezung aber verhält fich die AB zu der 

CD" 
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CD wie die EF zu der GH; folglich verhält üch die Fi« 
für AK zu der LC wie die ME zu der NG. 

E§ verhalte fich nun der Körper AR zu dem LC 
Wie der ME zu dem NG, fo behaupte ich, dafs die Li- 
nie A ß zu der CD fich verhalte wie die E F zu der G H, 

Da wiederum der Körper AK zu dem LC ein drey- 
mal höheres Vcrhällnifs hat, als die AB zu der CD» der 
Körper ME aber zu dem NG ein dreymal höheres Ver» 
fcältnifs hat, als die EF zu der HG, und da der Körper 
AK zu dem Körper LC fich verhält wie der Körper ME 
zu dem Körper N G ; fo verhält (ich auch die AB zu der , 
CD wie die EF zu der GH. 

Wenn demnach vier gerade Linien proportionirt find, 
u. f. w. w. z. c, w. 

38- S a z< 

* 

Lehrfaz. Wenn eine Ebene auf einer an- 
dern lothrecht fteht, und von einem Punkte 
der eriten auf die lezte ein Loth gefällt wird, 
fo fällt diefes in den gemeinfehaftlichen Durch- 
fchnitt beyder Ebenen. 

Es fey die Ebene CD auf der Ebene AB lothrecht, 
der geraeinfehaftliche Dtirchfchnitt beyder fey AD> und 
man nehme in der Ebene CD nach Belieben einen Punkt 
E an, fo behaupte ich, dafs das Loth, das von dem 
Punkte E nach der Ebene AB gefällt wird« in die Linie 
AD falle. 

Be- 
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Beweis, Gefezt , dies wir« nicht» 
fondern es fiele» die Möglichkeit an« 
genommen» außerhalb derfelben, wie 
die EF, und begegnete der Ebene 
AB in dem Punkte F, fo fälle man 
von dem Punkte F (i, icn S.) auf 
die DA in der Ebene AB das Loth 
FG welches (u, 4. Erkl.) auch auf 
der Ebene CD lothrecht ieyn wird» 
hierauf ziehe man die EG. 

Da die FG auf der Ebene CD lothrecht ift, die EG 
aber» die mit ihr in der nämlichen Ebene liegt, ße be- 
rührt, fo ift (11» 3. Erkl.) der Winkel FG E ein rechter. 
Aber auch die EF ift auf der Ebene AB lothrecht» folg« 
lieh ift der Winkel EFG ein rechter» und mithin find in 
dem Dreiecke EFG twey Winkel xwey rechten gleich» 
was (1, 17. S,) ungereimt ift; folglich fallt das von dem 
Punkte E auf die Ebene AB gefällte Loth nicht außerhalb 
der Linie DA; es fällt alfo in die DA» 

Wenn demnach eine Ebene auf einer andern lothrecht 



Wenn demnaen eine 1 
Iß» u. f» w. w, 2. e. w. 



39. Setz. 

Lehrjaz. Wenn man die Seiten der «. 
genüberliegenden Seitenflächen eines Paralle- 
lepipedons halhirt, und durch die Durch- 
fchnittspunkte Ebenen legt, fo balbiren der. 
gemeinfchaftliche Durchfchnitt diefer Ebenen 
und des Parallelepipedons Diagonale einander. 

Man halbire die Seiten der gegenüberliegenden Seiten« 
flächen CF, AH des Parallelepipedons AF in den Punkten 
]£, L t M»N»0,P,Q^R» und lege durch diefe Durch- 
fchnittspunkte die Ebenen RN, QR, der gemeinfchaftliche 
Durchfchnitt diefer Ebenen fey V S, und des Parallelcpi« 
pedom Diagonale DG, fo behaupte ich, dafs die VS, DG 
einander halbiren, das heifst, dafs die VT der TS» und 
DT der TG gleich fey, 

Be- 
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Bcrveiu Man ziehe die 
DV,*VE, BS, SG. Da 
nun die DO der PE paral- 
lel ift, fo find (i, 29. S.) 
die Wcchfclwinkel DOV, 
V P E einander gleich , und 
da die DO der PE, die 
OV aber der VP gleich 
ift, und bcyde gleiche Win- 
kel ein fehlleiten , fo ift (1, 
4. S.) die Grundlinie DV - . . 

der Grundlinie VE, und 

das Dreycck DOV dem Dreyecke VPE gleich, auch find 
in btyden die übrigen Winkel einander gleich., der Winkel 
OVD ift alfo dem Winkel PVE gleich, und de fs wegen 
(1, 14. S.) die D VE eine gerade Linie. Aus gleichen Grün, 
den ift auch die BSG eine gerade Linie, und die BS der 
SG gleich. Da mm (1 . 34. S.) die CA der DB fowobl, 
als der EG gleich und parallel ift, fo ift auch die DB 
der E G gleich und (1, 30. S.) parallel, und diefc beyden wer- 
den von den Linien DE, BG verbunden, folglich ift, (1, 
33. S.) auch die DE der BG gleich und parallel , auch 
hat man auf jeder von beyden nach Belieben die Punk- 
te D, V, G, S angenommen, und die Linien DG, 
V$ geiögenj folglich find f 11, 7. S.) die D G , VS in ei- 
ittv fjbene. Da nun die DE' der BG parallel ift, fo ift 
(1, 29. S.) auch der Winkel E DT dem Winkel BGT 
gleich, denn fie find Wechfelwinkel. Es ift aber auch (l, 
1$. $:} der Winkel DT V dem Winkel GTS gleich; man 
bat alfo hier zwey Dreyecke DTV, GTS, in welchen 
zwey und iwcy Winkel einander ftückweife gleich find, 
und eine Seite des einen einer Seite des andern gleich ift» 
die einem der gleichen Winkel gegenüberliegt, die DV 
nämlich der GS, denn fie find die Hälften der DE, BG; 
folglieh find (1, 26. S.) auch die übrigen Seiten beyder 
einander ftückweife gleich, die DT alfo ift der TG, und 
die V T der T S gleich. 

Wenn demnach in' einem Parallelepipedott u. f. w. 
w. *. e. w. 40. 
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Lehrfaz. Wenn zwey Prifmen gleich 
hoch find, und das eine von ifynen ein Par- 
allelogramm , das andere aber ein ,Dreyeck 
zur Grundflache hat, und das Parallelogramm 
das Doppelte -des Dreyecks ift, fo lind die 
Prifmen einander gleich, ; ; T,~: ' 

Es feycn die gleich hohen Prifmen ABCDEF, GHKLMN; 
und das eine von ihnen habe zur Grundfläche das Paralle- 
logramm AF/ das andere aber das Dreycck GHK, und 
das Parallelogramm AF fey das Doppelte des Dreyecks 
GHK, fo behanpte ich, dafs das Prifma ABCDEF dem 
Prifma GHKLMN gleich fey. 





» 

Beweis. Man vollende die Körper AO, GP. Da nun 
das Parallelogramm AF das Doppehe des Dreyecks GHK 
iß, aber auch (1, 34. S.) das Parallelogramm HK das 
Doppelte des Dreyecks GHK ift, fo ift das Parallelogramm 
AF dem Parallelogramme HK gleich. Nun find aber 
Parallelcpipeda auf gleichen Grundflächen und von cinerley 
Höhe (11, 31. S.) einander gleich; folglich ift der Körper 
AO dem Körper GP gleich, auch ift von dem Körper AO 
das Prifma ABCDEF, und von dem Körper GP das Prif- 
ma GHKLMN die Hälfte; folglich ift das Prifma ABCDEF 
dem Prifma GHKLMN gleich. 

< 

Wenn demnach zwey Prifmen gleich hoch find , u. f. 

- 
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!♦ Saz< 

Lehrfaz. Aehnliche Polygone, die ia 
Kreife einbefchrieben find, verhalten fich wie 
die Quadrate der, Durch meffer. 

Es feyen die Kreife ABÖDE, FGHKL, und in den- 
felben die ähnlichen Polygone AßCDE, FGÖKL, die 
Durchmeflcr der Kreife feyen B M , G N , fo behaupte ich, 
dafs das Quadrat von BM zu dem Quadrate von GN fich 
verhalte wie das Polygon ABCDE zu dem Polygone 
FGHKL. 




Bervtis. Man ziehe die Linien BE AM, GL, FN. 
Da nun das Polygon ABCDE dem Polygone FGHKL 

ihn- 
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ahnljch ift, fo ift (6, i. Erkl.) der Winkel BAE dem 
Winkel GFL gleich, und es verhält fiel} die BA zu der 
AE wie die GF tu der FL. Demnach find BAE , GVL 
*wey Drcyecke, die einen gleichen Winkel haben, nämlich 
den Winkel BAE dem Winkel'GFL, und worin die um 
die gleichen Winkel liegenden Seiten proportionirt &d; 
folglich ift (u, *o. SO das Drfyeck ABE dem Dreyecke 
FLG gleichwinkelig, und mitbin der Winkel AEB dem 
Winkel FLG gleich. Aber (3, 21. S.) ift der Winkel 
AEB dem Winkel AMB gleich, denn fie find auf einerley 
Bogen, der Winkel FLG aber ift deitf Winkel FNG gleich; 
folglich ift auch der Winkel AMB dem Winkel FNG 
gleich. Es ift aber auch (3, 31. S.) der rechte Winkel 
B AM dem rechten Winkel GFN gleich, folglich ift auch 
der übrige Winkel dem übrigen gleich, und mithin das 
fcreyeck ABM dem Drcyecke FGN gleichwinkelig; folg- 
lich verhält fich (5, 4. S.) die BM tu der GN wie dio 
B A zu der GF. Aber (6, 20. S.) ift das Verhiltnifs des 
Quadrats von BM zu dem Quadrate von GN das zweymal 
höhere von dem Verhältnifle. der BM zu der GN, unJ 
das Verhältnifs des Polygons ABC DE zu dem Polygone 
FGHKL ift das zweymal höhere von dem Verhältnis 
der BA zu der GF; folglich verhält fich auch (5, u $) 
das Quadrat von BM zu dem Quadrate von GN wie* das 
Polygon ABC DE zu dem Polygone FGHKL. 

Demnach verhalten fich ähnliche Polygone u. C W 
w. z. c. w. 

* ■ 

2. S a z. 

- 

Lehrfaz Kreife verhalten fich 2U einan- 
der wie die Quadrate ihrer Durchmeffer. 

E. feyen die Kreife ABCD, EFGH ihre Durchmeffer 
feyen BD, FH, fo behaupte ich, daff das Quadrat von 
BD zu dem Quadrate von FH fich Terhalle wie der Kreis 
ABCD zu dem Kreife EFGH. 
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" Beweis. Wäre dies nicht, fo verhielte fich das Qua- 
drat von BD zu dem Quadrate von FH wie der Kreis 
Aß CD zu einem Räume, der entweder kleiner, oder gröf- 
fer, als der Kreis EFGH, wäre. Er fey zuerß kleiner» 
und heiflfe S. In dem Krcifc EFGH befchreibe man das 
Quadrat EFGH, Nun ift das in den Kreis befchriebene 
Quadrat gröflfer, als die Hälfte des Kreifes EFGH, weil, 
wenn man durch die Punkte E, F, G, H die Berührungs- 
linien zieht, (l , 47. S, Ü A 3, 31. S.) das Quadrat EFGH 
die Hälfte des um den Kreis befchriebenen Quadrats ift. 
l)cr Kreis aber ift kleiner , als das um ihn befchriebene 
Quadrat, fplglich ift das Quadrat EFGH größer, als die 
Hälfte des Kreifes EFGH. Man halbire die Bogen EF, 
FT», GH, HE in den Punkten K, L, M, N, und ziehe 
die EK, KF, FL, LG, GM, MH, HN, NE, fo ift je. 
des der.Drcyecke EKF, FLG, HMG, HNE gröffer, als 
der halbe Kreisabfchnitt , in welchem es liegt. Wenn man 
nämlich durch die Punkte K, L, M, N die Berührungsli- 
111 cn des Kreifes ziehet, und die Parallelogramme über den 
Linien EF, FG, GH, HE, vollendet, fo ift (1, 4 i # S.) 
jedes der Dreyeckc EKF. FLG, GMH, HNE die Hälf- 
te des zu ihm gehörigen Parallelogramms. Aber der Ab- 
fchnitt ift kleiner, als das Parallelogramm; folglich ift je- 
des der Dreyecke EKF, FLG, GMH, HNE gröfler, als 
der halbe Kreisabfchnitt, in welchem es liegt. Halbirt 
man alfo die übrigbleibenden Bogen aufs neue, und zieht 
die geraden Linien, und fezt dies fo fort, fo wird man 
zulezt Krcisabfchuitte übrig behalten, welche kleiner feyn 

wer T 
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werden, als der Ueberfchufs, um welchen der JTreii 
EFGH den Raum S übertrifft. Denn es ift im nachfte- 
heoden Lehnfaze gezeigt, dats wenn man zwey ungleiche * 
Größen hat, und von der größeren mehr als die Hälfte* 
und vom Refte wieder"mehT", als die Hälfte, wegnimmt, 
uni das immer fo fortfezt, zulezt eine Größe übrig blei- 
be, Mie kleiner ift, als die kleinere der Anfangs gefegten 
Größen. Es feyen alfo die Abfchnifte de« Jfreifes EFGH 
•uf den Linien E/T, KF , FL, LG, "GM, MH, HN, NB 
übrig geblieben, welche kleiner feyen als der Ueberfchufs, 
tun welchen der Kreis EFGH den Raum S übertrifft, fo 
ift folglich das übrige Polygon E KV L G M H N größer, 
als der Raum S. Man befchreibe nun auch in dem Greife • 
ABCD ein dem Polygone E /TFLG jvl HN ähnliches ,Voly. 
gon AOBPCQDR, fo verhak lieh (12, 1. S.j das Quadrat 
von bD zu dem Quadrate von FH wie das Polygon 
AOBPCQJ)R zu dem Polygone E/TFLGMHN. Aber,, 
nach der Vorausfezung verhält ßch das Quadrat von BD 
zu dem Quadrate von FH wie der /Treis ABCD zu denz 
Räume S; folglich verhält firh auch der /Treis ABCD zu 
dem Räume S wie das Polygon AOBPCQ^DR zu dem 
Polygone E KV L G M H N, und verwebfeit, der Kreit 
ABCD zu dem darein befchnebenen Polygone wie der 
Raum S zu dem Polygone EXFLGMH.N. Es ift aber 
der /Treis ABCD' größer, als das darein befchriebene Po- 
lygon; folglich ift auch der Raum S größer, als das Po- 
lygon E/TFLGMHN. Aber nach der Vorausfezung ift 
er auch kleiner, welches unmöglich ift. Es verhält ßch 
alfo nicht das Quadrat von BD zu dem Qifadrate von FH 
wie der /Treis ABCD zu einem Räume, der kleiner ift, 
als der /Treis EFGH. Auf ähnliche Art kann nun gezeigt 
Werden, daft auch das- Quadrat von FH zu dem Quadrate 
von BD fich nicht fo verhalte, wie der /Treis EFGH zu 
einem Räume, der kleiner ift, als der /Treis ABCD. Ich 
behaupte aber, dafs auch das Quadrat von BD zu dem 
Quadrate von FH ßch nicht fo verhalte, wie der /Treis 
ABCD zu einem Räume, der größer ift, als der /Trej* 
EFGH, Gefeit, dies wäre möglich, fo fey diefer größere 
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Raum S t und es verhalt (ich umgekehrt das Quadrat von 
F H zu dem Quadrate von ß D wie der Raum S zu dem 
Kreife ABCD. Aber der Raum S verhält (ich, wie nach- 
her gezeigt werden fall, zum Kreife ABCD wie der Kreis 
EFGH zu einem Räume , der kleiner ift, als der Kreis 
ABCD, folglich verhält fich auch das Quadrat von FH 
au dem Quadrate von BD wie der Kreis EFGH zu ei- 
nem Räume, der kleiner ift, als der Kreis ABCD, wo- 
von gezeigt worden ift, dafs es unmöglich fey; folglich 
verhält fich das Quadrat von BD zu dem Quadrate von 
FH nicht fo, wie der Kreis ABCD zu einem Räume, der 
größer ift, als der Kreis EFGH. Es ift aber gezeigt wor- 
den, dafs diefer Raum auch nicht kleiner feyn könne« 
Folglich verhält fich das Quadrat von BD zu dein Qua- 
drate von FH wie der Kreis ABCD zu dem Kreife 
EFGH. ^. 

Demnach verhalten fleh Kreife wie die Quadrate ihrer 
Durchmefier w. z. e. w. 

f 

Lehnfaz. I. Wenn man zwey ungleiche 
Gröffen hat, und von der gröfferen mehr, 
als die Hälfte, und vom Refte wieder mehr* 
als die Hälfte, wegnimmt, und dies immer 
fo fortfezt, fo bleibt zulezt eine Gröffe übrig, 
die kleiner ift , als die kleinere der Anfangs 
gefezten GtfÖffen. 
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Es feyen zwcy ungleiche Großen A B , C 9 und die 
gröflere von ihnen fey AB, fo behaupte ich, daf$, wenn 
man von der AB mehr, als die Hälfte, und vom Rede 
Wieder mehr, als die Hälfte, wegnimmt, und dies immey 
(a fortfezt, zulezc eine Gröfle übrig bleibe, die kleiner 
fcy, als die -Gröfle C. 



Beweis. Die Gröfle C wird, ver- 
vielfältigt, einmal größer werden, als 
die Gröfle AB, . Man vervielfältige fie 
alfo, und es fey DE ein Vielfaches der 
C, was gröfler fey, als die AB; man K — 
theile die DE in die der C gleichen — p 

Theile DF, FG, GE, nnd nehme von 
der AB mehr, als die Hälfte, BH, von 
der AH aber wieder mehr, als die 
Hälfte, Hül weg, und feze dies immer 
fo fort, bis die Zahl der Theile in — — <* 

der A B der Zahl der Theile in der 
D E gleich wird. Es feyen alfo die 
Abtheilungen Alf, KH, HB den Ab- 
theilungen DF, FG, GE der Zahl nach 
gleich. 

Da nun die DE größer, als die 
AB, ift, und man von der DE weniger,' als die Hälfte, 
die EG, von der AB aber mehr, als die Hälfte, die BH, 
weggenommen hat, fa ift der Reft GD gröfler, als der 
Reft HA, Ferner, da die GD gröfler, als die HA ift, 
und man von der GD die Hälfte GF, von der HA aber 
mehr, als die Hälfte, die HJC, weggenommen hat, fo ift 
der Reft DF gröfler, als der Reft AK". Die DF aber ift 
der C gleich, folglich ift auch die C gröfler, als die AK, 
und mithin die AK kleiner, als die C. Demnach ift von 
der Gröfle A B die Gröfle A K übrig geblieben, welche 
kleiner ift, als die Anfangs gefeite kleinere Gröfle C, w« 
s. c. w. 

Eben fo kann der Beweis geführt werden, wetui man 
jedesmal die Hälfte wegnimmt. 

T » ^4«- 
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Es feyen zwey ungleiche Größen AB, C, und es fey 
C die kleinere« Da die C die kleinere ift, To wird fie f 
vervielfältige« , einmal größer werden, als die Große AB« 
Dies werde fie, wie die FM, fo tbeile man fie in die der 
C gleichen Theile MH, HGs GF. Hierauf nehme man 
von der Aß mehr, als die Hälfte, BE, und von der EA. 
mehr» als die Hälfte, ED, weg, und feze dies immer fo 
fort, bis die Zahl der Theile in AB der Zahl der Theile 
in FM gleich wird. Dies gefchche bey den Theüen BE» 
ED, DA von der AB. Nun mache man noch der DA 
jede der Größen KL, LN, NO gleich, und feze dies fo 
lange fort» bis die Abtheilungen der KO den Abtheilungen 
der FM der Zahl nach gleich werden. 

Da nun die BE großer, F 
als die Hälfte von AB, iß, fo 
ift die B E größer , als die EA, 
folglich noch vielmehr größer, 
als die DA* Der DA aber ift 
die ON gleich; folglich ift die 
BE größer, als die ON. Fer- 
ner, da die ED größer, als 
die Hälfte von EA ift, fo ift 
fie größer, als die DA. Der 
DA aber ift die NL gleich; 
folglich ift die ED größer, 
als die NL, und mithin das 
Ganze D B größer, als das 
Ganze O L. Die D A aber ift 
auch der LK gleich; folglich 
ift das Ganze AB größer, als das Ganze OK. Nun ift die 
MF größer, als die BA; folglich ift noch vielmehr die 
MF größer, als die O K. Da nun die ON, NL, LK, 
fo wie die MH, HG, GF einander ftückweife gleich find, 
und die Zahl der Theile in M F der Zahl der Theile in 
OK gleich ift, fo verhält fich die KL iu der FG wie die 

OK 



DA- 



E- 



i 

B C AI K 



r 



Digitized by Google 



Zwölftes Buch. 



*9£ 



Ol? zu der FM, Es iflr »der die FM gröffer, ah d«+ 
OK\ p folglich ift auch die FG gröffer, als die LK. E«r 
5ft aber die FG der C und die KV der ArD glekbY folg- 
lich ift die C gröffer, als die AD; w,'a. e. *♦ L ^ 



Lehnfax. 2> Ith behaupte ' ferner , wenn 
der Kaum S gröffer» ift, als der Kreis EFGH, ' 
fo verhalte lieh der Raum S zu dem Kreife 
AB CD wie der Kreis EFGH zu einem Rar*' 
me, der kh^er ift, afc d*r Kreis AB CD. 



Man mache, dafs der Raum S zum Kreife ABGD Bch 
whält, wie der Kreis EFGH zu dem Räume T, fo be» t 
haupte ich, dafs der Raum T kleiner fey, als der Kreit, 




Beweis. Da der Raum S zum Kreife ABCD fich ver* 
hält, wie der Kreis EFGH zum Räume T, fo verhilfi 
fich auch verwecljfeh (5,1 6. S.) der Raum S zum Kreife 
EFGH wie der Kreis A B CD zum Räume T, Es ift 
aber nach der Vocausfezung der Räum S gröffer, als de» 
Kreis EFGH; folglich ift auch der Kreis A B CD gröffer, 
als der Raum T, und mithin verhält fich der Raum S 
zum Kreife ABC f> wie der Kreis EFGH zu einem, Räu- 
me, der kleiner ift, .als. der Kreis A&CD» 

3* Sa *+ 
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.t' Lehrfaz. Jede dreyfeitige P^amide 
ficli in zwey, gleiche, einander felbft fovvohl, 
als der ganzen, ähnliche dreyfeitige Pyra- 
miden und in zw$y gleiche Prismen tbeilen, 
welche cröffer find, afs Hälfte der ganzen, 
tyramide. , r . 

£i fey eine Pyramide, die zur.Gr*iiidfl*cfce das Drcy- 
eck ABC und zur Spize den Punkt D habe, fo behaupte | 
ich\ die Pyramide AB CD lafle fleh in zwey gleiche ein- 
ander felbft (Wohl, als. der ganzen, ähnliche dreyfeitige 
Pyramiden yncj. in; zwey gleiche Prismen tbeilen, welche 
leztere größer, als die Hälfte der ganzen Pyramide, feyen. 

Beweis. Man halbire die A 
Linien Aß, BC, CA, AD, y 
DB, ÜC in den Punkten E, 
F, G, H, K, L, und ziehe 
die Linien EH, EG, GH, 
HJC, KL, LH, E4T, ÄF, 
FG« Da nun die AE der EB, 
die AH aber der HD gleich ' 
ift, fo ift (<T, x.' S.) die 

EH der DB parallel Aus B > F C 
gleichem Grunde ift auch di& 

H K der A B parallel , folglich H E B J? ein Parallelogramm 
und mithin (1 , 3.4. S.) die HK der EB gleich. Aber die 
EB ift der AE gleich; /olglich ift auch die AE der HK 
gleich Es ift aber auch die AH der HD gleich. Dem- 
nach find die beyden AE, AH den beyden KH, HD 
ftuckweife gleich, und (1 , 20. S.) ift der Winkel EAH 
dem Winkel KHD gleich; folglich ift (i, 4. S.) die 
Grundlinie EH der: Grundlinie KO gleich, uud mithin das 
Dreyeck AEH dem Dreyecke HKD gleich nnd ähnlich. 
Aus eben den Cründdn ift auch das Dreyeck AHG dem 
Dreyecke HL D gleich und ähnlich, Und da die zwey 
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einander berührenden geraden Linien EH, HG den zwey 
einander berührenden geraden Linien KD, DL parallel 
lind , und nicht in einer Ebene mit ihnen liegen , fo fchlief- 
fen fie (n, ib. S) gleiche Winkel ein; der Winkel EUG 
ift alfo' dein Wickel KDL gleich. Da ferner die zwey 
Linien EH, HG den zweyeq KD, DL ftückwcifc gleich 
lind, und der Winkel EUG dem Winkel KD L gleich ift, 
fo ift die Grundlinie EG der Grundlinie KL gleich, und 
mithin das Dreyeck EHG dem Drcyecke KDL gleich und 
ähnlich. Aus eben den Gründen ift auch das Dreyeck 
AEG dein Dreyecke HKL gleich und ähnlich; folglich ift. 
die Pyramide, die zur Grundfläche hat das Dreyeck AEG, 
tind>zur Spize den Punkt H, der Pyramide, die zur Grund- 
fläche hat das Dreyeck HKL, und zur Spize den Punkt D» 
gleich und ähnlich. Und weil mit der Seite AB des Drcy- 
ecks ADB die HK parallel gezogen worden, fo ift (i, 
19 S.) das Dreyeck ADB dem Dreyecke D H K gleich- 
winkelig, und beyde haben (6, 4. S.) proportionirte Sei- 
ten, folglich ift das Dreyeck ADB dem Dreyeckp DH1C 
ähnlich. Aus eben den Gründen ift auch das Dreyeck 
DBC dem Dreyecke DKL, und das Dreyeck ADC dem 
Dreyecke DHL ähnlich. Und da die zwey einander be- 
rührenden geraden Linien B A , A C den zwey einander 
berührenden geraden Linien KH, HL parallel find, und 
.nicht in einer Ebene mit ihnen liegen , fo fchlicflcn fie 
0*> 10. S.) gleiche Winkel ein; es ift alfo der Winkel 
BAC dem Winkel KH L gleich, und es verhält fich die 
B A zu der AC wie die RH zu der HL; folglich ift (<*» 
6. S.) das Dreyeck ABC dem Dreyecke HKL ähnlich» 
und mithin ift auch die Pyramide, die zur Grundflache 
hat das Dreyeck ABC, und zur Spize den Punkt D, der 
Pyramide, die zur Grundflache hat da» Dreyeck HKL» 
und zur Spize den Punkt D, ähnlich« Aber von der Py- 
ramide, die zur Grundfläche hat das Dreyeck HKL, und 
Sur Spize den Punkt D, ift gezeigt worden, dafs fle der 
Pyramide, die zur Grundfläche hat das Dreyeck AEG» 
und zur Spize den Punkt H, ähnlich fey; folglich ift auch 
die Pyramide, die zur Grundfläche hat das Dreyeck ABC» 

und 
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und zur Spiie den Punkt D, A 
ähnlich der Pyramide, die zur 
Grundfläche bat das , Dreyeck 
AEG und zur Spize den Punkt 
H; mithin find die beyden Py- 
ramiden AEGH, HKLD der 
ganzen Pyramide A B CD ahn- , 
Jich Und da die BF der FC 
gleich ift, fo iß (t , 41, S.) 
das Parallelogramm £ BF G das & F C 

Doppelte des Dreyecks GFC. 

Da aber, wenn zwey Prismen gleich hoch find, deren ei- 
nes ein Parallelogramm, das andere aber ein Dreyeck zur 
Grundflüche hat r fo, dafs das Parallelogramm das Doppel- 
te des Dreyecks ift, (n, 40. S.) die Prismen einander 
gleich find, fo ift das von den zwey 'Dreyecken BRP, 
E HG, und den drey Parallelogrammen EBFG, EBKH, 
KHGF eingefchloflcne Prisma dem von den zwey Drey- 
ecken GFC, HKL und den drey Parallelogrammen KFCL, 
LCGH, HKFG eingefchlofleuen gleich. Auch ift es of- 
fenbar, dafs jedes der beyden Prismen, das, welches zur 
Grundflache hat das Parallelogramm EBFG, önd zur ge- 
genüberliegenden Seitenlinie die HK, und das, weichet 
zur Grundfläche hat das Dreyeck GFC, und zur gegen» 
überliegenden Seitenfläche das Dreyeck KLH, gröfler fey, 
als jede der beyden Pyramiden, deren Grundflächen die 
Drcyccke AEG, HKL, und deren Spizen die Punkte H, 
D find. Wenn man nämlich die Linien E F , EK. ziehet, 
fo ift das Prisma, das zur Grundfläche hat das Parallelo- 
gramm EBFG, und zur gegenüberliegenden Seitenlinie die 
HK. größer, als die Pyramide, die zur Grundfläche hat 
dal' Dreyeck EßF, und zur Spize den Punkt K. Aber 
die Pyramide, deren Grundfläche das Dreyeck EBF, und 
deren Spize der Punkt K ift, ift (11,-10. Erkl.) gleich 
der Pyramide , deren Grundfläche das Dreyeck AEG, und 
deren Spize der Punkt H ift, denn fie werden von glei- 
chen und ähnlichen Flächen cingefchloflfcn ; folglich ift auch 
das Prisma, das zur Grundfläche hat das Parallelogramm 

EBFG 
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EBTS und, zur gegenüberliegenden Seitenlinie die HK, 
größer, als die Pyramide, die zur Grandfläche hat das 
Dreyeck AEG, und zur Spize den Punkt H. Aber das 
Prisma, {das zur Grundfläche hat das Parallelogramm 
EBFG, und zur gegenüberliegenden Seitenlinie «die HK, 
ift gleich dem Prisma , das zur Grundfläche hat das Drey- 
cck GFC> und zur gegenüberliegenden- Seitenfläche das 
Dreyeck H K L ; und die Pyramide , die zur Grundfläche 
hat das Dreyecjt AEG, und zur Spize den Purikt H, ift 
glevh der Pyramide, die zur Grundfläche hat das Dreyeck 
H&L und zur Spize den Punkt D; folglich find die zwey 
genannten Prismen großer, als die zwey genannten Pyra- 
miden, deren Grundflächen find die Dreyecke AEG» 
HKL, die Spizen abcf die Punkte H , D, 

Demnach ift die - ganze Pyramide , deren Grundfläche 
ift das Dreyeck ABC, und die Spiie der Punkt D, in 
zwey gleiche, einander felbft und der ganzen ähnliche, 
Pyramiden und ^n zwey gleiche Prismen, welche gröfler, 
lind, als die Hälfte der ganzen Pyramide, gethcilt worden, 
w. «. v. w, * 

> ■ . . 4* > I . 

4« S d £• 

* 1 * m * 

Lehrfaz* Wenn zwey dreyfeitige Pyrami- 
den gleich hoch find, und man jede derfelbea 
in zwey gleiche und der ganzen ähnliche Py- 
ramiden und in 'zwey gleiche Prismen, und 
jede der folchergefralt entftandenen Pyramiden 
•wiederum ehenfo theilt, und dies immer fo 
fortfezt, Tb verhält /ich die Grundfläche der 
einen Pyramide zur Grundfläche der andern 
wie die Summe aller Prismen in der einen 
Pyramide zu der gleichgroffen, Summe aller 

Prismen in der andern, 

* • >. • 

Es feyen die zwey gleichhohen Pyramiden, die zu 
Grandflächen die Dreyecke ABC, DEF, ihre Spizen aber 
in den Punkten G, H haben, und man theile jede derfel- 
bea in zwey einander gleiche und der ganzen ähnliche Py- 

ra- 

/ I 

I - 



Di 



298 Euklids Elemente. 

• 

ramideu; und in zwey gleiche Prismen, und jede der fo 
entftandenen Pyramiden gedenke man (ich wiederum eben- 
fo gctheilt, und dies feze man immer fo fort, fo behaup- 
te ich, dafs die Grundfläche ABC zu der Grundfläche 
D EF (ich verhalte wie die Summe aller Prismen in der 
Pyramide AB CG zu der gleich großen Summe aller Pris- 
men in der Pyramide DEFH. 




Beweis. Da die BO der OC, die AL aber der LC 
gleich ift, fo ift (6, 2. S.) die OL der, AB parallel, und 
(6, 4*$) das Dreyeck ABC dem Dreyecke LOC ähn- 
lich« Aus gleichen Gründen ift auch das Dreyeck DEF 
dem Dreyecke R W F ähnlich. Und weil die B C das Dop- 
pelte von der CO, und die EP das Doppelte von der 
FW ift, fo verhalt fieh die BC zu der C O wie die EF 
zu der FW. Auch find von den beydien BC, CO die 
ähnlichen und ähnlich liegenden geradlinigen Figuren ABC, 
LOC, von den beyden EF, FW aber die ähnlichen und 
ähnlich liegenden geradlinigen Figuren DEF, RWF be- 
schrieben worden; folglich verhält (ich (6, 22. S.) das 
Dreyeck BAC zum Dreyeck LOC wie das Dreyeck DEF 
zum Dreyecke RWF, und vermeehfclt , das Dreyeck ABC 
zum Dreyecke DEF wie das Dreyeck LOC zum Dreyecke 
JlWF. Aber, wie nachher gezeigt werden foll, verhält 
fich das Dreyeck LOC zum Dreyecke RWF wie das Pris- 
ma, defTen Grundfläche ift das Dreyeck LOC, clie gegen- 
überliegende Seitenfläche aber das Dreyeck PMN, zu dem 
Prisma, deflen Grundfläche ift das Dreyeck RWF, und 
die gegenüberliegende Seitenfläche das Dreyeck STV; 
folglich verhak (ich (5 , u. S.) das Dreyeck AB C zum 

Drey- 
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Dreyccke DEF wie das Prisma, deflen Grundfläche ift 
das Dreyeck LOC, die gegenüberliegende Seitenfläche aber 
das Dreyeck PMN, zu dem Prisina, deflen Grundfläche ift 
das Dreyeck RWF, und die gegenüberliegende Seitenfläche 
das Dreyeck STV. Und da fowohl die zwey Prismen in 
der Pyramide AB CG, als die zwey Prismen in der Pyra- 
mide DEFH einander gleich firi(f, fo verhält fleh das 
Prisma, deflen Grundfläche das Parallelogramm KLOJB, 
die gegenüberliegende Seitenlinie aber die MP ift, zu'dcni 
-Pristna, deflen Grundfläche das Dreyeck LOC, und die 
gegenüberliegende Seitenfläche das Dreyeck PMN ift, wie 
das Prisma^ deflen Grundfläche das Parallelogramm EQRW, 
und die gegenüberliegende Seitenlinie die SV ift, zu dem 
Prisma, deflen Grundfläche das Dreyeck RWF, und die 
SegenüberHcgendc Seitenfläche das preycek. ST V ift. 
Demnach verhält fich verbunden ($ , if. $.) die Summe 
!^ejr Prfcmen KBOLMP, LOCMNP zu dem Prisma 
LOC MNP wie die Summe der Prismen Q.EWRSV, 
R.WFSTV zu dem, Prisma £ W F S T V , und verweebfeh, 
die Summe der Prismen KBOLPM, JLQCP/MN zu der 
Summe der Prismen ,QEW RS V,- RWF ST V, wie das 
Prisma LOCPMN zu dem Prisma RWFSTV. Es ift 
aber gezeigt worden, dafs das Prisma LOCPMN zu dem 
Prisma R\#FSTTV fleh verhalte wie die Grundfläche LOC 
zu der Grundfläche RWF. und wie die Grundfläche ABC 
zu der Grundfläche DEF; folglich verhält fleh auch das 
Dreyeck ABC zum Dreyccke DEF wie die zwey Prismen 
in der Pyramide AB CG zu den zwey Prismen in der Py- 
ramide DEFH. Auf eben die Art uun verhält fleh, 
wenn man die fo entftandenen Pyramiden, dergleichen die 
tMNG, STVH find, wiederum ebenfo theilt, die Grund- 
fläche PMN zur Grundfläche S,TV wie die zwey Prismen 
in der Pyramide P M N G zu den zwey Prismen in der Py- 
ramide STVH. Aber die Grundfläche PMN Verhält fleh 
*ur Grundfläche ST V wie Grundfläche ABC zur Grund- 
fläche DEF; folglich verhält fleh die Grundfläche ABC zur 
Grundfläche DEF wie die zwey Prismen in der Pyramide 
ABCG zu den zwey Prismen in der Pyramide DEFH, 

und 
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4 • I * 

und wie die zwey Prismen in der Pyramide PMNG zu 
den zwey Prismen in der Pyramide STVH, und wie viere 
zu vieren. Eben dies kann aber auch von den übrigen 
Prismen gezeigt werden, welche durch die Theilung der 
Pyramiden AK LP, D Q^R S und aller übrigen» der Zahl 
nach gleichen , entftehen , w. z, e. w # 

Lehnfitz. Dafs das Dreyeck LOC zum 
Dreyecke RWF fich verhalte wie das Prisma, 
deffen Grundfläche das Dreyeck LOC, die 
gegenüberliegende Seitenfläche aber das Drey- 
eck PMN ift, zu dem Prisma deffen Grund- 
fläche RWF, und die gegenüberliegende Sei- 
tenfläche STV ift i kann auf folgende Art ge- 
zeigt werden: 

Man gedenke in der nämlichen Figur von den Punk- 
ten G, H Lothe nach den Ebenen der Dreyecke ABC, 
D*E F gefällt, welche einander gleich feyn werden, weil 
die Pyramiden, nach der Vorausfezung, gleich hoch find, 
'Und' weil zwey gerade Linien die GC, und das von dem 
Punkte G aus gefällte Loth von den parallelen Ebenen 
ABC, PMN gefchnitten werden, fo werden fie (u t 17. 
S.) nach einerley Verhaltnifs gefchnitten. Es wird aber 
die GC von der Ebene PMN in dem Punkte N halbirt; 
folglich wird auch das von dem Punkte G nach der Ebene 
ABC gefällte Loth von der Ebene PMN halbirt. Aus 
eben dem Grunde wird auch das von dem Punkte H nach 
der Ebene DEF gefällte Loth von der Ebene STV 
halb?rt. Es finJ aber die von den Punkten G, H nach 
den Ebenen ABC, DEF gelallten Lothe einander gleich; 
folglich find auch die von den Dreyeckcn PMN, STV 

nach 
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nach den Dreyccken ABC, DEF gehenden Lothe einander 
gleich, und mithin find die Prismen gleich hoch, die zu 
Grundflächen die Dreyecke L O C , R W F haben, und eue- 
ren gegenüberliegende Seitenflächen die Dreyecke PMN, 
STV find;. demnach verhalten (ich (n, 32. S.) die gleich 
hohen Parallelepipeda, die von den genannten Prismen be- 
fchrieben werden, zu einander wie ihre Grundflachen, 
Ebcnfo verhalten fich auch ihre Hälften; die Grundfläche 
LOC alfo verhält fich zur Grundfläche RWF Wie die ge- 
nannten Prismen fich zu einander verhalten, w. z. e, w. 
■ 

5. Saz. 

1 

Lehr/az, Dreyfeitige Pyramiden von glei- 
cher Höbe verhalten lieh zufammen wie ihre> 
Grundflächen. 

♦ 

Es feyen zwey Pyramiden von gleicher Höhe, deren 
Grundflächen die Dreyecke ABC, DEF und deren Spizen 
die Punkte G , H feyen , fo behaupte ich , dals die Grund« 
fläche ABC zur Grundfläche DEF fich verhalte, wie die 
Pyramide AB CG zur Pyramide DE FH. 




Beweis. Wäre dies nicht, fo müfste die Grundfläche 
ABC zur Grundfläche DEF fich verhalten wie die Pyra- 
mide AB CG zu einem Körper der kleiner oder grÖfler 
wäre, *ls die Pyramide DEFH. Ei fey diefer Körper 
zuerß kleiner, und heiße X. Man theile die Pyramide 
DEFH in zwey einander gleiche und der ganzen ähnliche " 
Pyramiden und in zwey gleiche Prismen, fo find (13, 3. S.) 

die 
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die zwey Prismen zufammen gröfler, als die Hälfte der 
ganzen Pyramide. Die durch dicfe TJieilung erhaltenen 
Pyramiden theile man wiederum auf ähnliche Art, und 
feze dies fo fort, bis man von der Pyramide DEFH eine 
Anzahl von Pyramiden genommen hat, die zufammen 
kleiner find, als der Ueberfchufs, um welchen die Pyra- 
mide DEFH den Körper X übertrifft. Man nehme fio 
alfo, und fie feyen zum ßcyfpiele die Pyramiden DCLRS, 
STVH, fo find mithin die in der Pyramide DEFH üb- 
rigbleibenden Prismen gröfler, als der Körper X. Man 
theile auch die Pyramide ABCG auf ähnliche Art, und in 
cbenfoviele Theile, als die Pyramide DEFH, fo verhält 
ßch (12, 4. S.) die Grundfläche ABC zur Grundfläche 
DEF wie die Summe aller Prismen in der Pyramide 
AB CG zur Summe aller Prismen in der Pyramide D E FH. 
Aber , nach der Vorausfezung verhält fich die Grundflä- 
che ABC zur Grundfläche DEF wie die Pyramide ABCG 
zu dem Körper X ; folglich verhält fich auch die Pyramide 
ABCG zu dem Körper X wie die Summe aller Prismen 
in der Pyramide ABCG zur Summe aller Prismen in 
der Pyramide DEFH, und vcrwecbfelt, die Pyramide 
ABCG zur Summe der in ihr befindlichen Prismen, wie 
der Körper X zur Summe der in der Pyramide DEFH 
befindlichen Prismen. Es ift aber die Pyramide ABCG 
gröfler, als die Summe der in ihr befindlichen Prismen» 
folglich ift auch der Körper X gröfler, als die Summe 
der in der Pyramide DEFH befindlichen Prismen. Er 
ift aber auch kleiner, welches unmöglich ift; folglich ver- 
hält fich nicht die Grundfläche ABC zur Grundfläche 
DEF wie die Pyramide ABCG zu einem Körper, der 
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kleiner wäre, als die Pyramide DEFH. Auf ähnliche 
Art kann nun gezeigt werden, dafs auch die Grundfläch© 
DEF dch nicht fo zu der Grundfläche ABC verhalte* 
wie die Pyramide DEFH zu einem Körper der kleiner 
wäre , als die Pyramide ABCG. 

Ich behaupte aber ferner, dafs auch die Grundfläche 
ABC fich nicht fo zu der Grundfläche DEF verhalte, 
wie die Pyramide AB CG zu einem Körper der größer 
wäre, als die Pyramide DEFH. Denn es finde, die 
Möglichkeit angenommen, diefes Verhältnifs Statt, und et 
fey dieter Körper X , fo verhält fich auch umgekehrt die 
Grundfläche DEF zur Grundfläche ABC wie der Körper 
X zur Pyramide ABCG. Aber wie der Körper X zur 
Pyramide ABCG fich verhält, fo verhält fleh die Pyrami- 
de DEFH, wie oben (12, %. Lchnf. 2.) gezeigt worden 
ift, zu einem Körper der kleiner ift, als die Pyramide 
ABCG; folglich verhält (ich auch die Grundfläche DEF 
atur Grundfläche ABC wie die Pyramide DEFH zu einem 
Körper, der kleiner ift, als die Pyramide ABCG, weichet 
ungereimt ift; folglich verhält (ich die Grundfläche ABC 
nicht fo zu der Grundfläche DEF, wie die Pyramide 
ABCG zu einem Körper, der gröfTer ift, als die Pyrami- 
de DEFH. ( Es ift aber gezeigt worden, dafs fie fich auch 
nicht zu einem kleinem Körper fo verhalte; folglich ver- 
hält fich die Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF wie 

die Pyramide ABCG zur Pyramide DEFH. 

■ 

Demnach verhalten fich dreyfeitige Pyramiden von 
gleicher Höhe u. f. w. w. z. e. w. * 



6+ Saz.' 



Lehrßiz. Vielfeitige Pyramiden von glei- 
cher Hohe verhalten fich zufammeii wie ihr« 
Grundflächen. 

• • - 

• E. 
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El feyen zwey Pyramiden von gleicher Höbe, welche 
xu Grundflächen die Polygone AB CD E, FGHKL haben, 
und deren Spizen in den Punkten M, N feycn, fo be- 
haupte ich, dafs die Grundfläche ABCDE zu ider Grund* 
fläche FGHKL fleh verhalte wie die Pyramide A B C D £ M 
zu der Pyramide FGHKLN. 




" Beweis. Man theile die Grundfläche ABCDE in die 
Dreyecke ABC, A CD, ADE, und die Grundfläche 
FGHKL in die Dreyecke FGH, FHK, FKL und über 
jedem diefer Dreyecke gedenke man fich eine Pyramide 
von gleicher Höhe mit den Anfangs gefezten. Da nun (n, 
5. S.) das Drcyeck ABC zum Dreyecke ÄCD fich verhält 
Wie die Pyramide AB CM zur Pyramide ACDM, und 
verbunden* (5> 18. S.) das Trapezion AB CD zum Drey- 
ecke ACD wie die Pyramide ABC DM zur Pyramide 
ACDM, aber auch das Drcyeck ACD zum Dreyecke 
ADE wie die Pyramide ACDM zur Pyramide ADEM, 
fo verhält fich auch gleichförmig (c, 22. S.) die Grund- 
fläche AB CD zur Grundfläche ADE wie die Pyramide 
ABC DM zur Pyramide ADEM, und wiederum verbun* 
den die Grundfläche ABCDE zur Grundfläche ADE wie 
die Pyramide ABCDEM zur Pyramide ADEM. Aus 
eben den Gründen verhält fich auch die Grundfläche 
FGHKL zur Grundfläche FKL wie die Pyramide 
FGHKLN zur Pyramide FKLN. Und da ADEM, 
FKLN zwey dreyfeitige Pyramiden von gleicher Höhe 
find, fo verhält fich die Grundfläche ADE zur Grundfläche 
FKL wie die Pyramide ADEM zur Pyramide FKLN. 

Da 
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Da nufl die Grundfläche ABC de zur Grundfläche Aflfi 
lieb »verhält wie die Pyramide ABCDEM zur Pyramide 
ADEM, und die Grundfläche ADE zur Grundfläche PKL 
Wie die Pyramide ADE M zur Pyramide FKLN, fo Ver- 
kält fleh auch gUicbfbrmig die Grundfläche ABC DE zur? 
Grundfläche fkl wie die Pyramide a$cdem zur Pyra- 
mide FKLN* Aber wie die Grundfläche fkl zur Grund- 
fläche FGHKLi fo verhält fleh die Pyramide FUN zu* 
Pyramide FGHKLNj folglich verhält fleh wiederum 
gkiebförtnig die Grundfläche ABC DE zur Grundfläche 
FGHKL wie die Pyramide ABC DEM zur Pyramidt 

FOHKLN» . . 

Demnach verhalten fich auch vlelfeitige Pyramiden von 
gleicher Höht u* f. w« w* u e. w* , 

7. Bat* 

Lthrfat* Jedes dreyfeitige Prisma läfsfc 
fich in drey einander gleiche dreyfeitige Pyra- 
miden theilen» 

k 

I 

Es fey ein Prisma deffen Grundfläche das Dreyeck 
ABC, Und die gegenüberliegende Seitenfläche das DrcyeCfc 
DBF fey* fo behaupte ich, dafs das Prisma AB CD Et fleh 
in drey einander gleiche dreyfeitige Pyramiden theile laße* 



n Man ziehe die Linien 
iD| EC| CD« ba nun AB£D ein 
Parallelogramm und BD deflen Diago* |j 
nale ift, fo ift (1, 31* S.) das Drcy- 
eck ABD dem Dreyecke EbB gleich; 
folglich ift $. S.)' die Pyramide 

die zur Grundfläche hat das Drey eck 
AB D| und zur Spize den Punkt G# 
gleich der Pyramide* die zur (Grund- 
fläche hat das Dreyeck EDB und zur 
Spiic den Punkt C. Aber die Pyramide * die zur Grund» 
fläche hat das Dreyeck EDB. und aar Spize den Punks t* 

U ift 
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ift cinerley mit der Pyraiiridc, die 
zur Grundfläche hat -das Dreycck EBC> 
und zur Spiie den Punkt D. Denn £ 
fic werden von einerley Ebenen ein- 
gcfchloifen ; folglich ift auch die Pyra- 
mide, die zur Grundfläche hat das 
Dreyeck AD B und zur Spize den . 
Punkt C, gleich der Pyramide, die 
zur Grundfläche hat das Dreyeck 
EBC und zur Spize den Punkt D. 




Ferner da FCBE ein Parallelogramm, und CE defifen 
Diagonale ift, fo ift (i, 34. S.) das Dreyeck ECF dem 
Dreyecke CBC gleich; folglich ift (12, 5. S.) auch die 
Pyramide, die zur' Gründliche hat das Dreyeck BEC, 
und zur Spize den Punkt D, gleich der Pyramide, die 
zur Grundfläche hat das Dreyeck ECF, und zur Spize den 
Punkt O. Aber von der Pyramide, die zur Grundfläche 
hat das Dreyeck BCE und zur Spize den Punkt D , ift ge- 
zeigt worden, dafs fie der Pyramide, die zur Grundfläche 
hat das Dreyeck ABD, und zur Spize den Punkt c, 
gleich fey; folglich ift auch die Pyramide , die zur Grund- 
fläche hat das Dreyeck CEF, und zur Spize den Punkt D, 
gleich der Pyramide, die zur Grundfläche hat 'das Dreyeck 
ABD, und zur Spize den Punkt C. Das Prisma A BCDEF 
wird alfo in drey einander gleiche dreyfeitige Pyramiden 
gctheilt. Und da die Pyramide, die zur Grundfläche hat 
das Dreyeck abd, und zur Spize den Punkt C, einerley 
ift mit der Pyramide, die zur Grundfläche hat das Drey- 
cck CAB, und zur Spize den Punkt D, indem Ge von ei- 
nerley Flächen ciugefchloflen Werden, von der Pyramide 
aber, die zur Grundfläche hat das Dreycck ABD, und 
zur Spize den Punkt C, gezeigt worden ift, dafs fie der 
dritte Theil des Prisma fey, deflen Grundfläche das Drey* 
eck ABC, und die gegenüberliegende Seitenfläche das Drey- 
eck DEF ift; fo ift auch die Pyramide, die zur Grundflä- 
che hat das Dreyeck ABC, und zur Spize den Punkt D, 
der dritte Theil eines Prisma, das einerley Grundfläche 

mit 
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mit ihr hät 9 nämlich das Dreyeck ABC, und dcflen ge- 
genüberliegende Seitenfläche dai/Oreycck ift, u 
e. w. / j 



Znfaz. Hieraus erhellet, dafs jede Pyramide der drit- 
te Theil eines Prisma i ey , das mit ihr efoerley Grundflä- 
che und gleiche Höhe hat, weil, Wenn die Grund fläche des 
Prisma eine andere geradlinige Figur, und die ihr gegen- 
überliegende Seitenfläche die nämliche ift , es fleh in Pris- 
men t heilen läfst, deren Grundflächen fowohl, als die ge- 
genüberliegenden Seitenflächen, Dreyecke fiüd. 



8* Setz. 



* 



Lehrfaz* Aehnliche dteyfeitige Pyramiden 
find in dreymal höherem Verhältniffe ihref 
homologen Seiten. 



» - . 1 



Es feyen zwey ähnliche und ähnlichliegende Pyrami- 
den , deren Grundflächen die Dreyeckc ABC, iup, und 
deren Spizen die Punkte G, H, fo behaupte ich, dafs die 
Pyramide ab CG *ur Pyramide DEFH ein dreymal höhe- 
res Verhältnis habe, als die BC zu der BF« 

.» . • . . . * • » 




Berods. Man vollende die Parallelepipedt BGtt-tj 
EHQj. Da nun die Pyramide abcg der Pyramide 
fcEFH ähnlich ift, fo ift (», p* Erki.) der Winkel Afco 

Ü a dem 
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K 



L 




o 



p 



H 




B 



C 



F 



dem Winkel DBF, der Winkel gbc dem Winkel hep 
und der Winkel abg dem Winkel seh gleich, und e» 
verhält (ich die AB zu der D B nie - die B G zu der E F, 
und die B G zu der eh. Da nun die AB xu der DE vrie 
die B£ zu der EF fich verhält, alfo die um die gleichen 
Winkel liegenden Seiten proportionirt lind, fo ift das Par- 
allelogramm BM dem Parallelogramme E<^ ähnlich. Aus 
eben den Gründen iß dal Parallelogramm BN dem Paral- 
lelogramme Er, Und das Parallelogramm Bk dem Paralle- 
logramme EO ähnlich; die drey Parallelogramme BM, KB, 
B n find alfo den dreyen e o > EO, ER ähnlich. Aber 
(n> 24. S) find (Wohl die drey MB, BK, BiC, als die 
S(^ 9 EO» ER» den gegen ul erliegenden gleich und ähnlich? 
folglich werden die Körper BGML» EHop Von gleich vie- 
len ähnlichen Flachen eiögefchloflen , und mithin ift (ii, 
9. Erkl.) der Köjper BGML dem Körper EH^P ähnlich* 
Aber (11 , 33. S.) find ähnliche Parallelepipeda in drey- 
mal höherem VerhältnilTe ihrer homologen Seiten 5 folglich 
hat der Körper BGML zu dem Körper E h f^P ein drey- 
tnal höheres Verbal tnifs, als die homologe Seite B C* zu der 
homologen Seite EF. Aber (5, 15» S.) verhält fich 'der 
Körper BGML zu dem Körper EHQJ» wie die Pyramide 
AB CG zur Pyramide defh, denn die Pyramide ift der 
fechfte Theil des ganzen Körpers, da das Prisma, als die 
Hälfte des Parallelepipedons , das Dreyfache der Pyramide 

ift; folglich bat auch die Pyramide au c g zu der pyamidc 



PEFH 
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DE F H ein dreymal höWei Verhältniui* •!• die BC tu 
der e f w. x, c. w. 



Zufaz K Hierauf erhellet » daft auch ähnliche vieifeiti- 
ge Pyramiden in dreyraal höheren) VerhältniflTe ihrer ho- 
mologen Seifen zu* einander fteheo« Denn da , wenn man 
fie in dreyfeitige Pyramiden, theiit, die ähnlichen vielfeitl- 
gen Grundflächen (6, ap. S^y in gleichviel e ähnliche und 
den ganzen homologe Dreyecke getheilt werden, ro ver- 
hält (ich eine dreyfeitige Pyramide in der einen ganzen au 
Ciuer dreyfeitigcn Pyramide in der andern ganzen wie alle 
dreyfeitigcn Pyramiden in der e^rnen zu alfcn dreyfcitigea 
Pyramiden in der andern» das heifst, wie die eine vielfei- 
ti&e Pyramide zur andern vielCeiti|en Pyramide. Abcreine 
drey (eilige Pyramide zu einer andern dreyfeitigcn Pyrami- 
de ift in. dreymal höherem VcrhäaniiTc der homologen Sei- 
ten; folglich hat auch eine vielseitige Pyramide zu eine? 
andern von ähnlicher Grundfläche ein dreymal höhere* 
Verhältnifs» als eine. homologe Seite, der. einen £U. ciuec 
homologen Seite der andern* 



S a ey 



Lehrfaz. I» gleicliea . dreyfeitlgen Pyra* 
iniden verhalten fich die Grundflächen umge- 
kehrt wie die Höhen; und dreyfeitige Fy^a* 
xniden deren Grundflächen, fich urngekehrt wie* 
die Höhen verhalten, find einander gleich. 

* - ■«..,< - - 

Et feyen zwey gleiche Pyramiden, dier zu Grundflä- 
chen die Dreyecke' A.*c t PEF und ihre Sptzen in dea 
Punkten Q, H haben, fo behaupte ich, dafi die Grtmdnä- 
chen der Pyramide» ABCS, D EP H den Höhen umgekehrt 
proportionirt feyen, dat heifst, daft che Grundfläche ABC 
zur Grundfläche DEF fleh' verhake Wie die Höhe der 
Pyramide DiFH zur Hohe der Pytamid« AJIC6, 
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Beweis. Man vollende die Parallelepipeda BGMl, 
JIHqjp. Da nun die Pyramide AB CG der Pyramide 
DEFH gleich, und von der Pyramide AB CG der Körper 
3GML» von der Pyramide DEFH aber der Körper 
BH(^P das Sechsfache iftf fo ift ($ , 15. S.) der Körper 
SGMC dem Körper E H qp gleich. Gleiche Pararallelepi- 
peda aber haben (11, 34* S.) Grundflächen die den Höhen 
umgekeht porportionirt find; es verhält fich alfo die Grund- 
fläche B M zur Grundfläche £ Q, wie die Höhe des Körpen 
E H <^P zur Höhe des Körpers bgml, Aber die Grund- 
fläche BM verhält (ich zur Grundfläche Eq^wie das Drcy- 
eck ABC zum Dreyccke def; folglich verhält fich auch 
das Dxeyeck ABC zym Dreyecke DEF wie die Höhe des 
Körners EHQ^P zur tlphe des Körpers BGMt. Aber die 
Höne des Körpers ilix^j ift cincrlcy mit der Höhe der 
Pyramide DEFH, trmi die Höhe des Körpers BGML ift 
einerley mit der Höhe der Pyramide ABCG; es verhält 
fich dtfo die Grundflächc^A B c zur Grundfläche DEF wie 
di**- Höhe der Pyramide DEFH ziir Höhe der Pyramide 
ABCG; folglich find die Grundflächen der Pyramiden 
ABC G.t DEFH de« Höhen umgekehrt proportionirt. , 

r.j Eirfeyen nun mmm-fc*; Grundflächen der £yrami. 
den ABCG, jy.E ?M > ; Höben umgekehrt proportionirt, 
und es verhalte fich die Grundfläche ABC zur Grundfläche 
- i DBF 

> 

* 

* 
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DBF wie die Höhe der Pyramide DE PH tur Höhe der 
Pyramide A B £ G , fo behaupte ich, dafs die Pyramide 
AB CG der Pyramide DEFH gleich fcy. 

v 

Da, nach der vorigen Conftruction, die Grundfläche 
ABC zur Grundflache D£F fich verhält wie die Höhe der 
Pyramide DEFH zur Höhe der Pyramide aBCG, und die 
Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF wie das Parallelo- 
gramm BM zu dem Parallelogramme EQ^, fo verhält fleh 
auch das Parallelogramm ÖM zu dem Parallelogramme E<^ 
Wie die Höhe der Pyramide DEFH zur Höhe der Pyrami- 
de ABCG. Aber die Höhe der Pyramide DEFH ift ei- 
nerley mit der Höhe des Parallelepipedons eh(^p, und die 
Höhe der Pyramide ABCG ift einerley mit der Höhe des 
Parallelepipedons bgml; es verhält fich alfo die Grund- 
fläche BM zur Grundfläche EQ^wie die Höhe des Paralle- 
lepipedons EHQJ> zur Höhe des Parallelepipedons BGML. 
Paralklcpipeda aber, deren Grundflächen den Höhen um- 
gekehrt proponionirt find, find (it, 34. 'S.) einander 
gleich; folglich ift das Parallelepipedon BGML dem Paral- 
lclepipedon EHQJ gleich* Nun ift von dem Körper 
BGML die Pyramide ABCG, und von, dem Körper 
$UQJ die Pyramide defh der fechftc Theil; folglich ift 
die Pyramide AB CG der Pyramide DEFH gleich. 

Demnach find in gleichen dreyfeicigen Pyramiden di* 
Grundflächen u. f, w. w. z, e # w. 

• * • 

« » ' » • ■ 

^ Lehrfaz. Jeder Kegel ift der dritte Theil 
einfcs Cylinders, der einerley Grundfläche 
und gleiche Höhe mit ihm hat. 

Es habe em Kegel einerley Grundfläche mit einem 
Cylinder nämlich den Kreis ABCD, und eine gleiche Hö- 
he, fo behaupte ich, dafs der Kegel der dritte Theil det 
Cylinders, das heifst, dafs der Cylindcr das Drey fache de- 
Kegels fey. 
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Bewtls* Wenn der Cylinder 
nkbt d*s Dreifache des Kegels ift, g 
fo ift er entweder größer, oder 
kleiner, als das Dreyfache, Er 
fey zucrß größer, als das Drey- jq 
fache, fo beschreibe man iu den 
Kreis A B C D das Quadrat ABCD 
und das Quadrat ABCD ift gröf» 
fer, als die rtälfte des Kreife« 
AB CD. Hierauf errichte man 
auf dem Quadrate A B CD ein mit 

dem Cylinder gleich hohes Prisma, welches größer 9 als 
die Hälfte des Cylinders, feyn wird. Denn wenn waQ 
lim den Kreis ABQD ein Quadrat befchreibt, fo ift das 
darein befchriebene Quadrat die Hälfte des darum be- 
schriebenen; auch find die über diefen Gruudfiächert er« 
richteten gleich hohen Parallelcpipeda die Prismen felbfl» 
folglich verhalten fleh die Prismen wie die Grundflächen» 
und mithin ift das Qber dem Quadrate ABCD errichtete 
Prisma die Hälfte des über dem, um den Kreis ABCD 
t>efchr]ebcnen , Quadrate errichteten Prismas; auch ift der 
Cylinder kleiner , als das über dem um den Kreis ABCD 
pefebrjebenen , Quadrate errichtete Prisma; folglich ift das 
über dem Quadrate ABCD in gleicher Höhe mit dem Cy* 
linder errichtete Prisma gröfler, als die Hälfte des Cylin* 
den. Man halbire nun die Bogen AB, BC, CD, DA in 
den Punkten E, P, 6, H, und liehe die AE, EB, BF, FC, 
CG, GD, DH, HA, fo ift, wie oj>en Oft» i. S.) gezeigt 
Vörden» jedes der Dreyecke AEB, BFC, CGD, DHA 
großer, dl« der halbe Abfchnitt des Kreifes ABCD, in 
welchem es Hegt« Man errichte oun über jedem der 
Preyeeke AEB, BFC» CGD, PAH mit dem CyHnde* 
gleichhohe Prismen, fo ift auch jedes der fo errichteten 
Prismen grölTer, als die Hälfte des ihm augehörigen Ab* 
fchnitts in dem Cylinder, weil, wenn man durch die 
funkte E, F, Gt H Parallelen mit den ILinicn AB, BCi 
CP* PA liebt» und die ParaJ|e|pgranime AB, BC, CD, 

DA Y«Uender t ' über wekhw die Parajlelcpipcdat unter 

glcj. 



> 



Oigitized by Google 



• I 
-• 

I 

Zwölftes Buch* 313 

, ih gleicher Höhe mit dem Cylinder, aufgerichtet werden, ~ 
Hälften der fo aufgerichteten Parallepipeden die über den 
Drcy ecken AEB, B.FC, CGD, DHA befindlichen Prismen 
lind. Auch fiod die Abschnitte des Cylinders kleiner, als die 
aufgerichteten Parallelepipeda ; folglich find auch die über 
den Preyccken AEB, BFC, CGD, DHA befindlichen 
Prismen größer , als die Hälften der zugehörigen Abfcbnitte 
der Cylinders. Halbirt man alfo die übriggebliebenen Bo« x 
gen, ziehet alsdann die geraden Linien, uud errichtet übet 
jedem der erhaltenen Dreyecke wiederum mit dem CyUn« 
der gleich hohe Prismen, und feit dies immer fo fort, fo 
werden endlich (n, a. Lchnf. i«) Abfchniue, des Cylin- 
ders übrig bleiben, welche kleiner feyn werden, als der 
Ucberfchufs, um welchen der Cylinder das Dreyfache des 
Kegels übertrifft« Es bleiben alfo folche übrig» und fia 
feyen AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA, fo ift 
das übrigbleibeude Prisma , deflen Grundfläche das Polygon 
AEBFCGDH, die Höbe aber die des Cylinders ift, gröf. 
fer, als das Dreyfache des Kegels« Aber (12, 7. Zuf.) ift 
das Prisma, deflen Grundfläche das Polygon AEBFCGDH, 
und deflen Höhe {die des Cylinders ift, das Dreyfache dev 
«Pyramide , deren Grundfläche das Polygon AEBFCGDH, 
sind deren Spize die des Kegels ift; folglieh ift auch die 
«Pyramide, deren Grundfläche das Polygon AEBFCGDH, 
und deren Spize die des Kegels ift, gröfler, als der Kegel, 
der den Kreis AB CD zur Grundfläche hat. Sie ift aber 
auch kleiner, denn fie wird von ihm cingefchlo(fen , weU 
ches unmöglich ift. Folglich ift der Cylinder nicht gröf« 
fer, als das Dreyfache des Kegels, 

* > a 1 • *# 1 

Ich behaupte aber ferner, dafs der Cylinder auch 
nicht kleiner fey , als das Dreyfache des Kegels. Denn ea 
fey, die Möglichkeit angenommen, der Cylinder kleiner, 
als das Dreyfache des Kegels, fo ift umgekehrt der Kegel 
gröfler,' als der dritte Theil des Cylinders. Man befchrei- 
be in den Kreis AB CD daf Quadrat AB CD, fo ift das 
Quadrat ABCD gröfler, als die Hälfte des Kreifes AB CD. 
Vebcr dem Quadrate ABCD errichte man eine Pyramide, 

die 
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die mit dem Kegel einerley Spiie 
habe» fo ift (liefe Pyramide grö£ jj 



A 



A ß C D die Hälfte des um den 
Kreis befchriebenen Quadrats ift. 



Und wenn man über den Qua- 



fcr, «Js die Hälfte des Kegels, 
weil, wie vorhin gezeigt worden 



ift, wenn man um den Kreis ein ß 
Quadrat beschreibt, das Quadrat 




D 



C 



draten mit dem Kegel gleich hohe 
Parallelepipeda , die auch -Prismen 



■ 



genannt werden, errichtet, fo ift das über dem Quadrate 
A6CD errichtete die Hälfte des über dem txn den Kreis 
befchriebencn Quadrate errichteten , denn fie verhalten ßch 
(ri, 32. S.) wie ihre Grundflächen. Eben dies gilt auch von 
ihren Drittheilen; folglich ift die Pyramide, die zur Grund- 
fläche hat das Quadrat AB CD, die Hälfte der Pyramide, 
die über dem um den Kreis befchriebenen Quadrate errich- 
tet wird. Aber die über dem um den Kreis befchriebenen 
Quadrate errichtete Pyramide ift gröfler, als der Kegel* 
denn fie enthält ihn- in ftcb ; folglich ift die Pyramide, de* 
rcn Grundfläche das Quadrat ABC D, die Spize aber die 
des Kegels, ift, gröfler, als. die Hälfte des Kegels, Man 
balbire die Bogen AB, BC, CD, DA in den Punkten E, 
F, G, H, und ziehe die Linien AE, EB, BF, FC, CG, 
GD, OH» HA, fo ift jedes der Dreyecke AEB, B FC, 
CCD, DHA gröfler, als -die Hälfte des zu ihm gehöri- 
gen Abfchnitts von* dem K reife AB CD» Man errichte 
über jedem der Dreyecke ABB, B FC, CGD, DHA 
Pyramiden, die einerley Spize mit dem Kegel haben, fo 
ift jede -der fo errichteten Pyramiden gröfler, als die Hälf- 
te des ihr zugehörigen Abfchnitts des Kegels« Halbirt 
man alfo die übrigbleibenden Bogen, zieht die geraden 
Linien, und errichtet über jedem der erhaltenen Dreyecke 
eine Pyramide, die mit dem Kegel einerley Spize hat, und 
fezt dies immer fo fort, fo behält mau endlich (12, u 
Lehnf. 1.) Kegelabfchnitte übrig, die kleiner find, als 
der Ucberfchufs, um weichen der Kegel den dritten Thcil 



de* 
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des Cylinders Übertrifft. Sic bleiben alfo übrig, und 
feyen die über den AE, EB, BF, FC* CG* GD, DH. 
~~JV befindlichen; fö,;iA die übriebleibeude Pyramide* de- 
"Gründliche cMs Polygon AEBFCGDH, und deren 
die des Kegels 'ift > größer, als der drifte Theil des 
Cylinders. Aber (12, 7. Zuf.) ift die Pyramide deren 
Grundfläche das Pblyfcon AEBFCGDH* und derci/splzc 
die des Kegels ift, v ~dar. dritte Theil eines Prisma , deflen 
Grundfläche das Polygon AEBFCGDH, und deflen Hö- 
he mit der des Cylinders einerley ift 5 folglich ift das Pris- 
ma, deflen Grundfläche das Polygon AEBFCGDH, und 
cTeflen Höhe mit der des Cylinders einerley ift, größer, 
als der Cylinder, deflen Grundfläche der Kreis A B CD 
ift. Es ift aber auch kleiner, denn es ift in ihm enthal- 
ten,/ welches unmöglich ift- Folglich ift der Cylinder 
nicht kleiner, als das 'Dreyfache des Kegels. Es ift aber 
gezeigt worden, dafs er auch nicht gröfler fey, als das 
Dreyfache, folglich ift der Cylinder das Dreyfache des 
Kegels, und mitbin der Regel der dritte Theil des 
Cylinders. " ' ' 

■ • : 3.: c; 

a - Demnach ift jeder Kegel der dritte Theil einet Cy» 

linders u, f. w. W. 2. €♦ W. 



. II. o a z. 

n." * \ •• " f . * . - . - . 

Lehrfaz. Kegel und Cylinder von eineiv 
ley Höhe verhalten iich wie ihre Grundflä- 
chen. 



•'^Es feyen Kegel und Cylinder von einerley Höhe, de- 
ren Grundflächen die Krcife AB CD, EFGH, die Axen 
aber die KL, MN, und die Purchmefler der Grundflä- 
chen AC, EG feyen, fo behaupte ich, dafs der Kreis 
ÜB CD zum Kreife [EFGH fich verhalte wie der Kegel 
A L zum Kegel EN, 
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Beweis. Wäre dies nicht, fo verhielte fleh der Kreil 
"AB CD zum Kreife EFGH wie der Kegel AL zu einem 
JKörper, der kleiner, oder größer wäre, als der Kegel 
.EN, Er fey zmrft kleiner, und heiffe O, auch fey der 
Xörpcr Y dem Unterfchiede gleich, um welchen der Kör- 
per O kleiner ift, als der Kegel EN, fo ift alfo der Ke- 
gel EN den Körpern O, Y zufammen gleich. Man be- 
fehreibe in dem Kreife EFGH das Quadrat EFGH 9 fo 
ift diefes Quadrat größer, als die Hälfte des Kreifes, Mao 
errichte über dem Quadrate EFGH eine mit dem Kegel 
gleich hohe Pyramide, fo ift die errichtete Pyramide gröf- 
fer, als die Hälfte des Kegels, Denn wenn man um den 
Kreis ein Quadrat beschreibt, und über diefem eine mit 
dem Kegel gl eich hohe Pyramide errichtet, fo ift die dar« 
ein befchriebene Pyramide die Hälfte der darum beschrie- 
benen, denn fie verhalten ßch (12, 6. S.) zu einander wie 
ihre Grundflächen, Der Kegel aber ift kleiner , als die 
tmi ihn befchriebene Pyramide; folglich ift die Pyramide, 
deren Grundfläche das Quadrat EFGH» die Spize aber die 
des Kegels ift, gröffer, als die Hälfte des Kegels, Man 
halbirc die Bogen EF, FG, GH, HE in den Punkten Q^ 
K , S, P, und ziehe die HP, PE, EQ.» QJ* FKi KG» 
jGS, SH, fo ift iedes der Dreyecke HPE, EQF, F KG, 
G H gf öfter, als die Hälfte des zugehörigen Kreisab- 
fchnitta. Man errichte über jedem der Dreyecke HPEf 
EQ^F» FRG, GSH eine mit dem Kegel glcichhohe Pyra- 
mide, fo ift auch jede der fo errichteten Pyramiden gröf« 
fer 1 als die Hälfte des zugehörigen Kegelabfchnuts* Halbirt 

maa 
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alfo auch die übrig bleibenden Bogen aufs neue, tiehfl 
die geraden Linien, errichtet alsdann über jedem der Drey* 
ecke mit dem Kegel glcichbohe Pyramiden , Und fett die« 
immer fo fort, fo behalt man endlich (11, a. Lehnf. i # ) 
XegeJabfchnirte übrig, die kleiner find, als der Körper Y* 
Es bleiben alfo folche übrig, und feyen die über den HP, 
PE, Ea, Qf, FR, jRG, GS, SU befindlichen, fo ift 
die übrigbleibende Pyramide, deren Grundfläche das Poly. 
gon HPtQJFRGS, die Höbe aber die des Kegels'ift, 
größer, als der Körper O. Man befeh reibe in dem Krei- 
fe AfcCD ein dem Polygone HPEQ^FRGS ähnliches und 
Ihnlichlieaendes Polygon DTAVBWCX, und errrkhte 
liber demfelben die mit dem Kegel gleichhohe Pyramid* 
AL* Da nun (6*, 20. S. und 12, 1. S.) das Quadrat von 
AC zu dem Quadrate von EG (ich verhält wie das Poly* 
gort DTAVBWCX zu dem Polygone H P E QJP R G S, da« 
duadrat von AC aber zu dorn Quadrate von EG (12, U 
S.) wie der Kreis ABCD zum Kreife EFGH, fo verhält 
fich 5, 1 i # S.) der Kreis ABCD zum Kreife EFGH wie 
dab Polygon DTAVBWCX zu dem Polygone HPEQFRGS* 
Aber nach der Conrtruction verhält fich der Kreis ABCD 
•uro Kreife EFGH wie* der Kegel AL zu dem Körper O f 
uru (12, 6. S.) das Polygon DTAVBWCX zu dem Po- 
lygone H P E QJF R G S wie die Pyramide, deren Grundflä- 
che das Polygon DTAVBWCX, und deren Spiie der 
Punkt L, tu der Pyramide, deren Grundfläche das Poly- 
gon H PEQFR GS, und deren Spize der Punkt N. Wie 
fich alfo der Kegel AL zu dem Körper O verhält, fo ver- 
hält fich die Pramide, deren Grundfläche das Polygon 
DTAVBWCX, und deren Spize der Punkt L, zu de* 
Pyramide, deren Grundfläche das Polygon HP EQFR GS, 
und deren Spue der Punkt N 1 folglich auch vtrwtcbfelt. 
der Kegel A L zu der in ihm befindlichen Pyramide wio 
der Körper O «u der in dem Kegel EN befindlichen Py- 
ramide. Der Kegel AL aber ift gröfler, als die in ihm 
befindliche Pyramide; folglich ift auch der Körper O gröf- 
fer, als die in dem Kegel EN befindliche Pyramide. Er 
ift aber auch kleiner, welches ungereimt ift; folglich ver- 
hält 
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hält, fich der Kreit ABCD zum Kreife EP GH nicht fo, 
Wie der Kegel A L zu einem Körper der kleiner wäre* all 
der Kegel EN, Auf ähnliche Art kann nun gezeigt wer- 
den, dafs auch der Kreis EFGH zum Kreife ABCD Geh 
nicht fo verhalte , wie der Kegel E N zu einem Körper, 
der kleiner wäre, als der Kegel AL^ 

r 

Ich behaupte aber ferner , dafs der Kreis ABCD zum 
Kreife EFGH (ich auch nicht fo verhalte, wie der Kegel 
AL zu einem Körper, der größer ift, als der Kegel EN. 
Denn es fey, die Möglichkeit angenommen, diefer Körper 
größer, und heiue O, fo verhält (ich Umgekehrt derftreiS 
EiFGH zum Kreife ABCD wie der Körper O zum Kegel 
A L. Aber der Körper O verhält ßch zum Kegel A L wie 
der Kegel EN zu eiuem Körper, der kleiner ift, als der 
Kegel AL; folglich verhält fich auch der Kreis EFGH 
zum Kreife ABCD wie der Kegel EN zu einem Körper, 
der kleiner ift, als der Kegel AL, wovon die Unmöglich« 
keil gezeigt worden ift ; folglich verhält fich der Kreis ABCD 
lum Kreife EFGH nicht fo, wie der Kegel AL zu einem 
Körper der größer ift, als der Kegel EN. Es ift abrf 
gezeigt worden, dafs diefer Körper auch nicht kleiner 
feyn könne; folglich verhält fich der Kreis ABCD zum 
Kreife EFGH wie der Kegel AL zum Kegel EN, Aber 
Wie der Kegel zum Kegel, fo verhält (ich der Cylindcf 
2um Cylinder, flenn (i*> *<>• §0 & ^ er eine ^ as Drey- 
fache des andern; folglich verhält fich auch der Kreis 

ABCD 
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AB CD zum Kreife EFGH wie die über ihnen befindli- ' 
chen mir den Kegeln gleichhohen Cylinder* 

Demnach verhalten fich Regel und Cylinder u, f, w# 
W. 1. e. w. 

12. S az. 

Lehrfaz. Aehnliche Kegel und Cylihder 
find * in dreymal höherem** VerhältnilTe der 
Durchraeffer ihrer Grundflächen. 

Es feyen ähnliche Kegel und Cylinder , deren Grund« 
flächen die Kreife A BCD, EFGH, die Durchmefler aber 
BD, FH und die Axen der Kegel oder der Cylinder K 
MN feyen, fo behaupte ich, dafs der Kegel,» deflen Grund- 
fläche der Kreis ABCD, und deflen Spize der Punkt L ift, 
zu dem Kegel, de (Ten Grundfläche der Kreis EFGH, und 
deflen Spize der Punkt N ift, ein dreymal höheres Verhält« 
nifs habe, als die BD zu der FH« 



» 




Beredt* Wenn der Kegel ABCDL tu dem Kegel 
EFGHN nicht ein dreymal höheres Verhältnifs hat, ala 
die BD zu der FH, fo wird der Kegel ABCDL zu ei- 
nem Körper der entweder kleiner, oder größer ift, als 
der Kegel £GHN ein dreymal höheres Verhältnifs haben» 

Es 



I 
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Es fey diefer Körper tuerß kleiner, und heiffc 0. Man 
bcfcbreibe, in den Kreit EFGH das Quadrat EFGH, Co 
ift das Quadrat EFGH größer, als die Hälfte des Kreifts 
EFGH. Hierauf errichte taan über dem Quadrate EFGH j 
eine mit dem Kegel gleichbohe Pyramide, fo ift auch die 
errichtete Pyramide größer, als die Hälfte <fcs Kegels. 
Man halbire alfo die Bogen EF, FG, GH, HE in den 
Punkten P, Q_> R» S, und ziehe die EP, PF, FQ^ QG, 
GR, RH» HS, SE, fo ift jedes der Dreyecke EPF f 
FQG, GRH, HSE größer, als die Hälfte des zugehöri- 
gen Abfchnitts von dem Krcife EFGH. Man errichte fer* 
ner über jedem der Dreyecke EPF, FQG, GRH, HSE 
eine Pyramide, die mit dem Kegel einerley Spitt habe, 
fo ift auch jede der errichteten Pyramiden größer, als 
die Hälfte des augehörigen Kegelabfcbnitts. Halbirt man 
alfo die übrigbleibenden Bogen, zieht die geraden Linien, 
und errichtet über jedem der Dreyecke Pyramiden, die 
mit dem Kegel einerley Spize haben, und fezt dies immer 
fo fort, fo behält man endlich (ia, z. Lehnf, i*) Kegel* 
abfebnitte übrig, welche kleiner find, als der Ueberfchufs, 
um welchen der Kegel EFHN den Körper O übertrifft« 
Man behalte alfo folche übrig, und es feyen die über 
den Abfchnitten EP, PF, FQ., QG, GR, RH, HS, Sß 
befindlichen, fo ift die übrjge Pyramide, deren Grnndßä- 
«bt .das Polygon SPFQ.GRHS, di« Spiz« aber der Punkt N 

■« 
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ift, größer, ah der Körper O. Man bcfch reibe auch in 
dem K reife ABCD ein dem Polygone EPFQ.GRHS ähn- 
liches und ähnlicbl iegcndes Polygon ATßVCWDX, und 
errichte über demfelben eine Pyramide» die mit dem Re- 
gel cinerley Spize habe ^ und von den Drcy ecken, welche 
die^yramide einfchljeOen, deren Grundfläche das Polygon 
^r ( BV ( CWDX, i>iid deren Spize der Punkt L ift, fey 
ejns IfftT, von drB.DJSyecken aber, welche die Pyranu- 
dfe cii^fcbliclTen, deren Grundfläche das Polygon EPFQGRHS, 
ufrid deren. Spize de\ Punkt N ift, /fey eins NFP; endlich 
ziehe man die KT, ttd?. fl* nun der Kegel ABCOL 
dem Kegel EFGHN ähnlich" ift, fo verhält fich (u, 24. 
Erkl.) die BD tu der FH wie die Axe A'L zu der Axe 
MN. Aber wie die BD zu der FH fich verhält, To ver- 
hält (ich die BK zu der FM; folglich verhält fich auch 
die B/t zu der FM wie die KL zu der MN, und mit- 
hin verweebfeit, die BK zu der KL wie die FM zu der 
MN. Nun find auch die Winkel BKL, FMN, als rech, 
cc, einander gleich, und die um die gleichen Winkel 
B A'L, FMN liegenden Seiten proportionirt ; folglich ift 
Co% 6*. S.) das Dreycck BKL dem Dreyecke FMN ahn- 
lieh. Ferner, da die BK zu der KT fich verhält wie die 
FM zu der MP, und diefe um die gleichen Winkel BKT, 
FMP liegen, (denn der Winkel FM P ift der nämliche 
Theil von den vier rechten Winkeln, die um den Mittel- 
punkt M liegen, wie der Winkel BKT von den vier 
rechten Winkeln, die um den Mittelpunkt K liegen) da 
alfo die um die gleichen Wiukel liegenden Seiten propor- 
tionirt find, fo ift (c?, 6. S.) das ÜTeyeck BKT dem 
Dreyecke FMP ähnlich. Ferner, da gezeigt worden ift, 
dafs die BK zu der KL fich verhalte wie die F M zu der 
MN, die BK aber der KT, und die FM der MP gleich 
ift, fo verhält fich die KT zu der KL wie die PM tu 
der M N , und es find alfo die um die gleichen , nämlich 
rechten, Winkel TKL, PMN liegenden Seiten proportio- 
nirt; folglich ift das Dreyeck LKT dem Dreyecke MNP 
ähnlich. Da aber, wegen der Aehnlichkeit der Dreyecke 
hKL, FMN» die LB zu der BK fich verhält wie die 

X NF 
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NF zu der FM, und wegen der Aehnlichkeit der Dreyecke 
BKT, FMP, die KB zu der BT wie die MF zu der FP, 
fo verhält (ich (5, 22« S.) auch gleichförmig die LB zu der 
BT wie die NF zu der FP. Ferner, da wegen der Aehn- 
lichkeit der Dreyecke LTK, NPM, die LT zu der TK 
fich verhält wie die NP zu der PM , und wegen der Aehn- 
lichkeit der Dreyecke KBT, PMF, die KT zu? der TB 
wie die MP zu der PF, fo verhält (ich auch gleichförmig, die LT 
tu der TB wie die NP zu der PF. Es ift aber gezeigt worden, 
da fi auch die TB zu der BL (ich verhalte, wie die PF zu 
der FN; folglich verhält ßch wiederum gleichförmig f die 
TL zu der LB wie die PN zu der NF, folglich* find die 
Seiten der Dreyecke LTB, NPF proportionirt , und mit- 
hin ( 6, 5 S. ) die Dreyecke felbft gleichwinkelig und ein- 
ander ähnlich; folglich ift (11, 9. Erkl.) auch die Pyra- 
mide, deren Grundfläche das Dreyeck BKT und deren Spi- 
ze der Punkt L ift, ähnlich der Pyramide, deren Grundfläche 
das Dreyeck FMP, und deren Spize der Punkt N ift, denn 
fie werden von gleichvielen ähnlichen Flächen eiogefchlotfen. 
AebnÜche dreyfeitige Pyramiden aber find (12, 8. S. ) in 
dreymal höherem Verhäknifle ihrer homologen Seiten ; folg- 
lich hat die Pyramide FATL zu der Pyramide FMPN ein 
dreymal höheres Verhältnis, als die BK zu der FM. Auf 
ähnliche Art kann nun, wenn man von den Punkten A,'X, 
D» W; C, V an den Punkt K, und von den Punkten E, 

S, 
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S, H» Rr G* Q^an den Punkt M gerade Linien siebe» und 
Uber den Dreyecken Pyramiden errichtet, die mit den Ke- 
geln einerley Spixen haben, gezeigt werden, dafs auch jede ' 
diefez züfammen gehörigen Pyramiden der erden Art , zu je- 
der zufau] mengehörigen der itzten Art ein dreymal höheres 
Verhäitnifs habe, als*die homologe Seite KK zu der homo- 
logen Seite M, das heifst, als die BD zu der FH # Aber 
(5, 12. S.) verhall fich eins der Vorderglieder zu einem : 
der Hinterglieder wie alle Vorderglieder züfammen zu allen. 
Hintergliedern züfammen ; es verhält fich alfo auch die PyV 
ramidc B JCT L zur Pyramide E a4 P N wie die ganze JPyra* 
znide deren Grundfläche das Polygon ATB VC WDX, und 
deren Spize der Punkt L, zu der ganzen Pyramide, deren 
Grundfläche das Polygon EPjFQGRHS, und deren Spize 
der Punkt Nift;. folglich hat aüch die Pyramide, der»!* 
Grundfläche das Polygon ATBVCWDX, und deren Spiz* 
der Punkt L , zu der Pyramide» deren Grundfläche d^s Rn* 
fygon EPFGQ.RHS und deren Spire der Pupkt N ift, ein 
dzeymal höheres Verhäitnifs, alt die BD zu der FH, E* 
Ht aber angenommen 9 der Kegel» deflen Grundfläche der 
Kreis ABCD, und deflen Spize der Punkt L ift, habe zu\ 
dem Körper O ein dreymal höheres Verhäitnifs,; als die BD 
*u der FH; wie fich alfo der Kegel, deflen Grundfläche 
der Kreis ABCD, und deflen Spize der Punkt I. ift» zu 
dem Körper O verhält, fo verhalt fich die Pyramide, deren 
Grundfläche das Polygon ATBVCWDX, und deren Spi» 
ze der Punkt L ift, zu der Pyramide, deren Grundfläche das 
Polygon £ P F Qß R HS , und deren Spize der Punkt N ift'J , * 
und vern>echfeh> (5, I6\|S.) wieder Kegel, deflen Gründl 
fläche der Kreis ABCD» und deflen Spize «Jer Punkt Lift, zu ' * 
der in ihm befindlichen Pyramide, deren Grundfläche das Po- 
lygon ATBVCWDX, und deren Spize der Punkt L, fo 
verhält fich der Körper O zu der Pyramide, deren Grun£ 
fläche das Polygon EPFQGRHS, und deren Spize der 
Punkt N ift. Per genannte Kegel aber ift gröfler, all die 
in ihm befindliche Pyramide, denn er enthält fie in fich; 
folglich ift auch der Körper O gröfler, als die Pyramide, 
deren Grundfläche das Polygon BPFQ.GRHS, und Jcreft 

~ m X * Spi- 
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Spite der Punkt N ift. Er ift aber auch kleiner, welche* 
unmöglich ift ; folglieh hat der Kegel, deflen Grundfläche 
der Kreis ABCD, und deflen Spize der Punkt L ift, nicht 
2u einem Körper, der kleiner ift, alt der Kegel, deflen 
Grundfläche der Kreil «FSH und deflen Spize der Punkt 
N ift» ein dreymal höheres Verhältnifs , als die BD w der 
FH, Auf ähnliche Art kann nun gezeigt werden, dafs auch 
der Kegel EF G H N nicht tu einem Körper, der kleiner 
ift, als der Kegel Aß C D L ein dreymal höheres 
üifs habe , als die F H zu der B D. 



!■ 



Ich behaupte aber ferner, dafs auch der Kegel ABCDL 
nicht zu einem Körper, der größer ift, als der Kegel 
EFGHN, ein dreymal höheres Verhältnifs habe, als die 
B£> zu der FH. Denn er habe, die Möglichkeit angenom- 
men, ein folches zu einem gröflern Körper, und diefer Cef 
p, fo hat umgekehrt der Körper O zu dem Kegel ABCDL 
ein dreymal höheres Verhältnifs, als die FH zu der BD. 
Wic/ffch abef der Körper O zu dem Kegel ABCDL ver- 
hält, fo verhält fich der Kegel EFGtiN zu einem Körper, 
der kleiner ift, afs der Kegel ABCDL. Folglich hat auch 
der Kegel EFGHN zu einem Körper, der kfeiner ift, als der Ke- 
gel A B C D L, ein dreymal höheres Verhältnifs, als die FH zu 
der BD» wovon die Unmöglichkeit gezeigt worden ift. 

Der 
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Der Kegel ABCDL hat Mo nicht zu einem Körper »der 
grafler ift, als der Kegel EFGHN r ein dreymal höhen» 
Vcrhältnifs, als die BD au der FH. Es ift aber gezeigt 
worden , dafs er auck nicht zu einem kleinern Körper ein 
folches habe; folglich hat der Kegel ABCDL zu dem Kegel 
EFGHN ein dreyinal höheres Verhältoifs, als die BD zu 
der FH„ Aber wie ßch der Kegel zum Kegel verhält, fa 
verhält fich der Cylinder zum Cylinder, denn ein Cylinder, 
der mit dem Kegel auf eineriey Grundfläche flehet, und 
gleiche Höhe hat, ift das Dreyfache des Kegels, da (iz, 
10. S.~) gezeigt worden ift, dafs jeder Kegel der dritte Theil 
eines Cylinders sey, der mit ihm eineriey Grundfläche und 
gleiche Höhe hat; folglich hat auch der Cylinder zu dem 
Cylinder ein dreymal höheres Verhältnifs, als die BD ztt, 
der FH. ^ v * . 

Demnach find ähnliche Kegel und Cylinder u C 
w. i, e, w. 

•• > . . ■ * * * ■ ■ 

► . . J *' . I .r 1 • , t » 

\ Lehrfaz. Wenn ein Cylinder von einer 
feinen gegenübediegerjden Flächen parallele» 
Ebene gefchnitten wird, fo' verhält lieh der 
eine Cylinder zum, andern, wie die Axe des et 
nen zur Axe des. andern. 

I I 

Der Cylinder AD werde von der Ebene GH, die desj 
gegenüberliegenden Flächen AB, CD parallel ift, gefebnit. 
ten , und der Durchfcbnitt begegne der Axe E F in dem Punk«» 
tc K, fo behaupte ich , dafs der Cylinder fi G zun 
G D fich verhalte, wie o> Axe EK zur Axe ICF, 

1 



Btwis. Man verlängere die Axe EF, auf beyden Seiten 
nach den Punkten L, M un<J mache, der^ Axe E Jf beliebig viele 
Stücke wie Ef^ NL und der Axe FK beliebig viele Stücke 
wie FO, OM gleich , hierauf lege man durch #e {Punkte 
L, N, O, M Ebenen , den beyden AB, CD (parallel, und 

In 
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in den Ebenen durch die Punkte L , 
N, O, M gedenke man Geh um die 
Mittelpunkte L , N, O, M die&rel- 
ie PCL, RS, TV, WX, denbey- 
den AB, CD gleich; endlich geden? 
♦ke man fich die Cylinder QR, RB 9 
DT, TX errichtet. 



. Da nun die Axen LN, NE, 
CHT einander gleich find, fo verbal- 
ten fich (ii, li. S.) die Cylinder 
QR, RB, BG wie ihre Grundflä- 
eben. Die Grundflächen aber find 
einander gleich, folglich find auch 
die Cylinder QR , RB, BG einan- 
der gleich. Da nun aber die Axen 
LN, NE, EX, wie «ich die Cy- 
linder QR , RB , BG einander gleich 
find , und die Anzahl der Stücke LN, 
NE, EX der Anzahl der Stacke QR, RB, BG gleich ift, 
fo ift der Cylinder QG von dem Cylinder GB ebenfoviel- 
fach, alt die Axe XL von der Axe EJ£ Aus gleichen Grün» 
den ift der Cylinder GX von dem Cylinder GD cbenfoviel- 
fach, als die Axe MX von der Axe XF. Je nachdem nun 
die Axe KL cbenfogrpff, oder größer, oder kleiner ift, als 
die Axe XM, fo Eft auch der Cylinder QG ebenfogrofs, 
oder größer, oder kleiner, als der Cylinder GX. Da man 
nun von den vier Grölten, nämlich den awey Axen EX, KF, 
Und den iwey Cylindern BG , GD Gleich vielfache genom- 
men hat, nämlich von der Axe EX und dem Cylinder BG, 
die Axe XL und den Cylinder QG, von der Axe XP und 
dem Cylinder GD aber, die Axe XM und den Cylinder GX, 
und gezeigt worden ift, dafs, je nachdem die Axe XL sjröf- 
tfer, ebenfogrofs, oder kleiner ift, als die Axe XM, auch 
der Cylider QG größer, ebenfogrofs, oder kleiner fey, als 
der Cylinder GX, fo verhält fich (5, 4. Erkl.) die Axe 
EX zur Axe XF wie der Clünder BG zum Cylindto GD* 
w. z. e. w. 

. 1 . . 

■ ' - » «i ' ^ . . . «... 
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hrfaz* Kegel und Cylinder auf glei- 
chen Grundflächen verhalten lieh zu einander 
wie ihre Höhen. 

- 

« 

Ei feyen auf den gleichen Grundflächen AB, CD- die 
Cylinder FD, EB fo behaupte ich, dafs der Cylinder E B 
zum Cylinder FD fich verhalte wie die Ate GH zur Axe 
KL. 

Btrveir, Man verlängere 
die Axe K L nach dem Punkte 
N • und mache der Axe G H die 
L N gleich , hierauf gedenke 
man fich tun die* Axe LN den 
Cylinder CM befchrieben. Da 
nun die Cylinder EB, CM ei* 
nerley Höhe haben , fo verhal- 
len fie fich (12, ix« S.) wie 
ihre Grundflächen. Die Grund 
flächen aber find einander gleich, 

folglich find auch die Cylinder EB, CM einander gleich, 
Da aber der Cylinder FM von der (einen gegenüberliegen» 
den Flächen parallelen Ebene CD gefebnkten wird, fo ver- 
hält fich (12, 13. S.) der Cylinder CM zum Cylinder FD 
wie die Axe LN zur Axe KL. Es ift aber der Cylinder 
C M dem Cylinder E B und die Axe L N der Axe G H gleich«! 
folglich verhält fich der Cylinder E B zum Cylinder F D wie 
die Axe GH zur Axe KL. Aber wie der Cylinder EB zum 
Cylinder FD fich verhalt, fo verhak fich der Regel ABG 
zum Kegel CD/C, denn (12, 10. S.) find die Cylinder die 
Drey fachen der Kegel; folglich verhält fich auch die Axe 
GH zur Axe KL wie der Kegel ABG zum Kegel CDU» uni 
der Cylinder EB zum Cyfiudcr FD, w, x. e, w* 
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* * 

Lehrfaz. , Ia gleichen Kfeaela und Cylia- 
dem lind die Grundflächen den Höhen um- 
gekehrt proportionirt; und Kegel und Cyliö- 
3er deren Grundflächen den Höhen umgekehrt 
proportionirt lind, find einander gleich, - 

Es feyen gleiche Kegel und Cylinder, deren Qrundfli- 
eben die Kreife ABCD, EFGH, und deren Durchmefler 
A C , EG y die Axcn aber E, MN feyen , welche auch die 
Höhen der Regel und Cylinder find , Und man vollende die 
Cy linder AO, EP, fo behaupte ich» dafs die Grundflächen 
der Cylinder AO, EP den Höhen umgekehrt proportionirt 
feyen, das heifst, dafs die Grundfläche ABCD zur Grund- 
fläche EFGH fich verhalte, wie die Höhe MN zur Höbt 
XL, . 



Bemeis. Die Hö- 
he JCLift der Höhe 
MN entweder gleich, 
oder ungleich, Sie fey 
ihr zuerfl gleich ; es ift 
Iber auch der Cylinder 
AO dem Cylinder EP 
gleich* Kegel und Cy* 
linder aber, die einer- 
ley Höhen haben ver- 
halten fich (12, xi. 
$,) wie ihre Grundflä- 
chen; folglich ift die 

Grundfläche ABCD der Grundfläche EFGH gleich, und 
mithin find fie umgekehrt proportionirt, das heifst, die 
Grundfläche ABCD verhält fich zur Grundfläche EFGH wie 
die Höhe M N zur Höhe iU. 

Es fey aber nun die Höhe MN der [Höhe KL nicht 
gleich, fondern die MN fey gröfler, und man nehme von 
der MN die der Höhe KL gleiche Q.M weg, und fchneide 

durch 
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durch den Punkt den Cy linder EP mit der 4en gegenü- 
berliegenden Kreisflächen EF GH , RP parallelen Ebenie 
*TVS, und gedenke (ich den Cy linder ES errichtet, defleh 
Grundfläche der Kreis EFGH, und deflfen Höhe die Q.M ift. 
Da nun der Cylindcr AO dem Cylinder EP gleich, ES aber ' 
ein anderer Cylindcr ift, fo verhält Geh ( 5 , 7« S. ) der Cy- 
linder AQ zum Cylindcr ES wie der Cy linder EP tum Cy- 
lindcr ES. Aber (ti 9 11. S.) verhält fleh der Cylindcr 
AO zum Cylindcr ES wie die Grundfläche AB CD zur 
Grundfläche EFGH, denn die Cylinder A O , ES haben ei- 
4t*rley Höhe. Wie fich aber der Cylinder EP zum Cylinder 
ES verhält, fo verhält fleh (12, 13. S. ) die Höhe MN zur 
Höhe M<i., denn der Cylinder EP wird von der feinen ge- 
genüberliegenden Flächen parallelen Ebene TVS gefchnit- 
ten. Demnach verhält fleh* die Grundfläche AßCD zur 
Grundfläche EFGH wie die Höhe MN zur Höhe MQ. 
Es ift aber die Höhe MQ.der Höhe KL gleich; folglich 
verhält fleh die Grundfläche AB CD zur Grundfläche EFGH 
wie die Höhe MN zur Höhe KL. Demnach find in glei- 
chen Cylindern AO, EP die Grundflächen den Höhen um- 
gekehrt pro p ort ionirt, 



Es feyen aber nun in den Cylindern A0 9 EP % 
Grundflächen den Höhen umgekehrt proportionirt , und ea 
verhalte fleh die Grundfläche ABCD aur Grundfläche EFGH 
wie die Höhe MN zur Höhe KL» fo behaupte ich, da(s 
der Cylinder A Q de» Cylinder EP gleich fey. 

r . 

i 

Da, nach der vorigen Corrftruetion, die Grundfläche 
ABCD zur Grundfläche EFGH (ich verhält wie die Höte 
MN zur Höhe KL, die Höhe KL aber der Höhe MQ. 
gleich ift , fo verhält fleh die Grundfläche ABCD zur Gründ- 
liche EFGH wie die Höhe MN zur Höhe MQ, Aber 
<ii,ii. S.) verhält fleh die Grundfläche ABCD zur 
«Grundfläche EFGH wie der Cylinder AO zum Cylinder 
ES, denn fle haben einerley Höhe« Wie fleh aber die Höbe 
MN zur Höhe MQ, verhält, fo verhält fleh (12, 13« Stj> 
der Cylindcr EP tum Cylindcr ES^foijiiöh erhält fich den 
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Cylinder AOjum Cylinder ES wie der Cylinder 
Cy lind er ES, und mitbin iß ($* 9. S.) der Cylinder AO 
dem Cylinder EP gleich. Auf ähnliche Art wird die$ 
such von Kegeln geieigt w. 2« e. w. 



x6. Saz. 

Aufgabe» Wenn man zwey K reife um ei« 
nerley Mittelpunkt hat, in ideu gröfferen Kreis 
ein Polygon von gleichen Seiten , und zwar 
nach einer geraden Zahl, zu befchreiben , das 
den kleinem Kreis nicht berühre. 



Et feyen die zwey gegebenen Kreise ABCD, EFGH 
um einerley Mittelpunkt K, man foll in den gröffern Kreil 
ABCD ein Polygon von gleichen Seiten» und zwar nach 
einer geraden Zahl» beschreiben, das den kleinern Kreis 
EFGH nicht 




Auflöfung un&] Beweis. 
Man ziehe durch den Punkt 
K die Linie BD, errichte 
in dem Punkte G auf der 
BD die AG lothrecht, und 
verlängere ße nach C, fo 
berührt (3. 16. S.) die 
AC den Kreis EFGH. 
Halbirt man alfo den Bo- 
gen BAD, und feine Hälfte 
wieder auf« neue, und feit man diet immer fo fort, fo be- 
hält man endlich (11, u Ubnf. 1.) einen Bogen übrig, der 
kleiner ift, ala der Bogen AD. Es bleibe ein folcher übrig, 
und er fey LD» fo fälle man von dem Punkte L auf die BD 
das Loth LM verlängere es bis nach N, und liehe die LD, 
D N » fo ift die L D der D N gleich. Da nun die L N der 
AC parallel ift, die AC aber den Kreis EFGH berührt, fo 
wird die LN den Kreis EFGH nicht berühren, noch viel 
weniger alfo werden die LD, DN den Kreis EFGH berüh- 
Wcnn man nun (4 , 1, S.) der LO gleiche Linien in 
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dem Kreifc A B C D in Einem fort herumtragt , fo wird in 
dem leiben ein Polygon von gleichen Seiten, und zwar nach 
einer geraden Zahl» befchrieben werden, das den kleinern 
Kreil EFGH nicht berührt , w. z. v. w;^ * 

- . - • • \ 

17- Saz. 

Aufgabe. Wenn zwey Kugeln um einerley 
Mittelpunkt gegeben find , in die gröffere einen 
vieleckigen Körper zu befchreiben, der die 
Oberfläche der kleinern nicht berühre« 

Man gedenke fich zwey Kugeln um einerley Mittelpunkt 
A, und man Toll in die gröffere einen vieleckigen Körper be- 
fchreiben , der die Oberfläche der kleinern nicht berühre« 

^» . -* 

\ 

O 

R 




Auflofung. Man fchncide die Kugel mit einer Ebene 
durch den Mittelpunkt, Co werden die Durchfchnitte Kreife 
feyn , weil ( 1 1 , 14. Erkl ) durch Umdrehung des Halb- 
kreifes um den unverrückten DurchmctTer die Kugel enrftan- 
den ift. In welcher Lage man alfo den Halbkreit gedenken 

mag, 
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mag, fo wird die durch ihn : gelegte Fliehe auf der Oberfli- 
che der Rüge! einen Kreis bilden. AucVrt ^offenbar, dafs 
diefer Kreit ein größter feyj weil der Durch raffle r der Ku- 
gel, der auch des FJalbkreife* Durch mefler ift 15. S. )» 
größer ift, all ajle geraden Linien ^ die nVdenrKrcifi^ oder in 
der Kugel gezogen werden. %i fey nun in deYgrötTere Kugel 
der Kreis BCDE, in^er-*rei«ie*n aber dermis fr GH, 
und man ziehe die beyden Diircbmcflfer^D , CE derfclbcn 
aufeinander lothrecbt. Da man nun. zi|££ Kreife BCDE» 
FGH um cinOley Mittelpunkt hat* jfo ifelchrcibe man 
(i2 t 16 S.) in den .gr$flfern BC^E iin Polygon/ von eU 
ner geraden Zahl Reicher Seiten, das den kielnern Kreil 
FGH nicht berühre, und detTen-Seiten in (lern Quadranten 
BE des Kreifes die BJC, XL, LM, M£-4eyen. Man ziehe 
hierauf die A*A, verlängere fie Bis nach N , und errichte in 
dem Punkte A die AO auf der Ebene des Kreifes BCDE 
<Jothrecht, welche der Oberfläche der Kugel in dem Punkte 
0 begegne. Hierauf lege man durch AO und durch, .djo 
BD, ICN Ebenen, die,, nach dem oben Gefagten, auf der 
. Oberfläche der Kugel gröfste Kreife machen werden. Sie 
machen elfo Colc^c, und c* fejeu Hatykreife von ihnen die 

BOO, 
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BOD, JTON über den Duretimeflern BD, KN Da nun 
die O A auf der Ebene des Kreifes *€D E lothrecht ift, fo 
find (ii, i&S.j^etfe Ebenen, die durch ^ie^QA gehen, auf 
der Ebene des" K reifet B CDB lothrecht , N und mithin find 
auch die Halbreif« 'feoD, JCON auf diefer fiVene jothreebr. 
Und da Jie Halbkreife BOD, KÖN -einander gleich find, 
denn, fie find auf gleichpn Durqhmefia^n BD, |CN» fc find 
auch ihre Qtia4rantc,/B E , B OV £0 einander gleich. V*«- 
vicl feilen des Poly-gpnif alfo in dem^M 1 ^"^ 0 l"d, 
cbenlVviele werden auch in den Quadranten ßO, XCJyjedc 
den i'%Jf, KL7-%ft7 ME gl«chV.feyn. Man .JuTHtfette 
fie, und ße feye« BFi PQ^a*T*OV"Xs, St/tv, 
VO. Mao ateEittu;n ferner dte-S1 r , J''Q., VR, und fälle 
von den Punkten fi, 'Sonach der Ebene' dei Kreifes BCDE 
Lothe, fo werÄte.diefe fit» 3f.$J in die gemeinfchaftli- 
chen Durchfchnitte BD, XN der Flachen fallen, weil die 
Flächen der Halbkreife BOD, XON auf der .Ebene de* Krei- 
fes BCDE lothrecht find. Sie fallen alfo dabin, und'fcyen 
P W, SX, und man liebe die WX. Da man nun in glei- 
chen Ualbkreifen BOD, XON die gleichen Boge« BP, KS 
genommen» und die Lothe PW, SX gefällt* hat, fo ift die 
der SX, die BW aber der KX gleich. Es ift aber auch 
die ganze B A der ganzen KA 9 folglich aueh der Reft WA 
dem Refte AX gleich, und es verhält fich alfo die BW zu 
der WA wie die KX zu der AX» uud mithin ift (6, i. S.) 
die WX der KB parallel. Da nun die t W, SX auf der 
Ebene des Kreifes BCDE Jothrecht find» fo ift (5, ti. S.) 
die PW der SX parallel. Es ift aber gezeigt worden, dafs 
fie ihr auch gleich fey; folglich find ( i , 33. S.) die WX, 
S P gleich und parallel. Uud da die W X der S P, aber auch 
der KB parallel ift, fo ift (11, 9. S.) die SP der KB par» 
allel» und beyde werden von deh Linien BP, KS verbun- 
den; folglich ift die vierfeitige Figur .KB PS in einer Ebene«' 
Penn wenn zwey gerade Linien parallel find, und man nimmt 
in jeder derfelben beliebige Punkte an , fo liegt die gerade 
Linie , die diefe Punkte verbindet ( 11 , 7. S. ) mit den bey 
den Parallelen iu einer Ebene« Aus eben den Gründen ift auch 
jede der vierfei tigen Figuren SPQT. ,TQ_RV in einer 
fibene. Es. ift aber (11, 2. Sj auch das Dreyeck V RO iu 

eine? 
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einer Ebene. Gedenkt man fich alfo von den Punkten P, 
S , Q_, T i R » V nach dem Punkte A gerade Linien gezogen» 
fo wird zwifchen den Bogen BO, KO ein vieleckiger Kör- 
per befeh neben , der aus Pyramiden zufammengefezt ift, de- 
ren Grundflächen die vierfeifigen Figuren KBPS, SPQJ\ 
TQJIV, und das Dreyeck VRO find, die Spizc aber der 
Punkt A ift. Macht man nun auf jeder der Seiten XL, LM, 
ME eben die Conftruction wie auf der A'B, und verrichtet 
man dies auch in den drey übrigen Quadranten, und in der 
andern Halbkugel, fo wird in die Kugel ein vieleckiger 
Körper befchrieben, der aus Pyramiden zufammengefezt ift» 
deren Grundflächen die oben genannten vierfeifigen Figuren 
und das Dreyeck VRO, und die mit ihnen zufamm engehö- 
ren , find, die Spize aber der Punkt A ift, und ich behaupte, 
da Ts der genannte vielfeitige Körper die Oberfläche der klei- 
nern Kugel, in welcher der Kreis F GH ift, nicht berühre. 

* * 

Beweis. Man fälle von dem Punkte A auf die Ebene 
der vierfeifigen Figur IC BPS das Loth AY, welches ihr in 
dem Punkte Y begegne, und ziehe BY, KY. Da nun die 
AY auf der Ebene der vierfeitigen Figur KBPS lothrecht 
ift» fo macht fic (n , 3, Erkl.) mit allen geraden Linien» 

' % di* 
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dw fie berühren, und in der nämlichen Ebene Hegen, rech* 
te Winkel; folglich ift die A Y auf den beydeh B Y , KY 
lothrecht. ... Da aber die AB der AR gleich ift, fo ift auch 
das Quadrat Von AB dem Quadrate von AK gleich. Auch 
find dem Quadrate von AB, Weil der Winkel bey Y ein 
rechter ift (i f * 4>. S.), die Quadrate von AY, BY, dem 
Quadrate vojvAK aber die Quadrate von AY , KY gfciclr; folg- 
lich find auch die Quadrate von AY, BY deih Quadraten von AY, 
KY gleich. Nimmt man alfo das gemeinschaftliche Quadrat von 
AY weg, fo ift der eine Reft, das Quadrat Von BY dem andern Re- 
fle, dem Quadrate von AY , und mithin auch die Linie BY der 
KY gleich. Auf ahnliche Art kann nun gezeigt Werden, 
dafs auch öfc dem Punkte Y nach den Punkten P, S ge- 
sogenen Linien jeder der beyden BY, KY gleich feyens 
demnach geht der Kreis, der aus dem Mittelpunkte Y mit 
einem, der B Y oder KY gleichen, Halbmeffer befebrieben 
wird, auch durch die Punkte P, S, und mitbin ift KP BS 
eine Vierlinge Figur im Krcife. Da nun die KB größer ift, , 
als die WX, die WX aber der SP gleich ift, fo ift auch 
die K B gröfff , als die SP. Aber die K B ift jeder der bey- 
den KS, BP gleich; folglich ift auch jede der beyden KS, 
BP größer, als die SP. Da nun KB PS eine vierfeitige 
Figur im Kreife ift, und die KB, BP, KS einander gleich 
find, die PS aber kleiner, als fie, und die BY ein Halb- 
meffer des Kreifes ift, fo ift das Quadrat von KB grdffer* 
als das Doppelte des Quadrats von BY. Man fälle nun von 1 
dem Punkte K auf die BD das Loth KZ. Da nun die BD 
kleiner iftV, als das Doppelte von DZ, und (6, i. S.) die 
DB zu der DZ (ich verhält, wie das Rechteck aus DB, 
BZ tum Rechtecke aus DZ, BZ fo ift, wenn man das Qua '. 
drat von BZ befchreibt, und das Parallelogramm auf DZ vollen» 
det, das Rechteck aus DB, BZ kleiner, als das Doppelte 
des Rechtecks aus DZ , B Z. Zieht man nun femer die KD, 
fo ift (6, g. S.) das Rechteck aus DB, BZ dem Quadrate 
von KB, und das Rechteck aus DZ, BZ dem Quadrate von 
KZ gleich; folglich ift auch das Quadrat von KB kleiner, 
als das Doppeire des Quadrats von KZ. Aber das Quadrat 
von KB iß größer, all das Doppelte des Quadrats von BY; 

, m 
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folglich ift das Quadrat von KZ größer, als das Quadrat 
von h Y. Da nun die BA der K A gleich ift, fo ift auch 
das Quadrat von BA dem Quadrate von KA gleich, auch 
find ( 1» 47. S.) dem Quadrate von BA die Quadrate von 
BY, AY, und dem Quadrate von KA die Quadrate von 
KZ, AZ gleich; folglich find die Quadrate von BY, AY 
den Quadraten von KZ, AZ gleich. Unter diefen aber ift 
das Quadrat von K Z größer , als das Quadrat von B Y ; folg- 
lich ift das Quadrat von AZ kleiner, als das Quadrat von 
AY, und mithin die Linie AY großer, als die Linie AZ, 
folglich noch vielmehr die AY größer, als die AG« Et 
geht aber die AY an die eine Grundfläche des vieleckigen 
Korpers, die AG aber an die Oberfläche der kleinern Ku- 
gel; folglich berührt der vieleckige Körper die Oberfläch« 
der kleinem Kugel nicht« 

{ 1 • . 

. M t • • • • 

0 

Anderer Beweis. 

■ • • < 

Es kann noch auf eine andere Art kürzer gezeigt wer» 
den, daft die A Y größer, als die AG fey. 

Man 

* '.1 ' 
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Man errichte in dem Punkte G auf der A 6 die GL 
lotbrecht, und siehe die AL. . Halbirc man nun den Bogen 
£ B und deflen Hälfte wieder aufs neile* und fezt man diei 
immer fo forty fo behält man zu lest da» 2. Lebnf. 1«) 
einen Bogen übrig, der kleiner ift, als der Bogen des Krei- 
les BCD, der von einer der GL gleichen Linie abgefchnk- 
ich wird. Es bleibe alfo ein folchcr übrig, und er fey der 
Bogen KB, fo ift mitbin die gerade Linie KB kleiner, als 
die G L. Da nun B K S P eine vicrfcitige Figur im If reife 
all, und die Linien PB, BR, RS einander gleich find, die 
PS Uber kleiner ift, als fic, fo ift der Winket B Y K ftumpf, 
und daher die BK gröffer, als die BY. Aber die GL ift 
größer, als die BK; folglich ift noch vielmehr die GL gröf- 
fer, als die BY, und mithin das Quadrat von GL größer , 
als das Quadrat von BY. Weil aber die AL der AB gleich 
ift, fo ift auch das Quadrat von AL dem Quadrate von 
AB gleich» Aber dem Quadrate von AL find die Quadrate 
von AG, GL, dem Quadrate von AB aber die Quadrat« 
von BY, AY gleich; folglich find die Quadrate von AG* 
G L den Quadraten von BY, A Y gleich. Unter diefen aber 
ift das Quadrat von B Y kleiner, als das Quadrat von GL; 
folglich ift das Quadrat von AY gröfler, als das Quadrat 
von AG, und mithin auch die Linie AY gröfler, alt die 
A G* 

1 

Demnach ift , da zwey Kugeln um cinerley Mittelpunkt 
gegeben waren , in der größeren ein vaeleckiger Körper be- 
fchrieben worden , der die Oberfläche der kleinem nicht be- 
rührt, w. a, v. w. 

• 4 t 

Znfau Wenn auch in der andern Kugel ein, dem in 
<Jer Kugel BCDE befchriebenen vieleckigen Körper, ähn- 
licher vieleckiger Körper befchrjeben wird, fo hat der viel* 
eckige Körper in der Kugel BCDE fU dem vieleckigen 
Körper in der andern Kugel ein drcymal höheres Verh&lt- 
mfs, ab der Durch tue (Ter der Kugel BCDE zum Durch- 
wehe r der andern Kugel. Denn theilt man die Körper in 
Pyramiden von gleicher Anaabi, und gleicher Art, fo find 

¥ diefa , 
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dicfe Pyramiden tinander ähnlich. Achnlicbe Pyramiden 
aber find (ia, t. Zuf.) in dreimal höherem VerhältnifTe 
ihrer homologen Seiten; folglich hat die Pyramide, deren 
Grundfläche die vierfeitige Figur KBE*S, und deren Sptte 
der Punkt A iß, zu der Pyramide in der andern Kugel von 
der nämlichen Art ein dreymal höhere! Verhältnifs , ah die 
homologe Seite in der homologen Seite , das heifst > als der 
Halbmefler A B der Kugel um den Mittelpunkt A tum Halb- 
roeffer der andern Kugel. Ebenfo hat auch jede der Pyrami- 
den in der Kugel unt den Mittelpunkt A zu jeder der Pyra- 
miden von gleicher Art. in der andern Kugel ein dreymal hö- 
heres Verhxhnifi, als die! AB zum Halbmeffer der andern 
Kugel. Aber (s* n.S.) verhält (ich eins der Vorderglie. 
der zu einem der Hinterglieder wie die Summe aller Vor* 
derglieder xur Summe aller Hinterglieder; folglich bat def 
ganze vieleckige Körper in der Kugel um den Mittelpunkt 
A 10 dem ganzen vieleckigen Körper in der andern Kugel 
ein dreymal höheres Verhältnifs , als die A B zum Halbmcf- 
fer der andern Kugel , das heifst, als der Durchnicflcr BD 
zum Durchmcfler der andern Kugel v* t u e. w. 
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ig. Saz. 

Lehr/az. Kugeln find zu einander in 
dreymai höherem Verhältaiffe ihrer Durch- 
melier. 

Man gedenke ficb awcy Kugeln ABC, DEF deren 
Durchniefler BC, EF feven, fo behaupte ich, dafs die Ku- 
gel ABC zu der Kugel DEF ein dreymai höheres Verhält- 
nis habe* alt die £ C su der E F» 




Beweis. Wlre dies nicht» fo hatte 'die Kugel ABC 
entweder zu einer kleinern oder zu einer großem Kugel» 
als die DEF iß, ein dreymai höheres Verhl Itnifs , als die 
FC zu der EF. Sie habe znerß ein folchci au einer klci- 
xiern, nämlich tu der G MK; man gedenke (ich aber die Ku- 
gel DEF mit der 6HK um etnerley Mitterpunkt, und be- 
febreibe (n, 17. S.) in der gröflern Kugel DEF einen viel* 
eckigen Körper , der die Oberfläche der kleinern Kugel 
G H K nicht berühre, und in der Kugel ABC befchreibe man 
einen , dem in der Kugel DEF beschriebenen , ahnlichen 
t/ieieekigen Körper, fo bac <u, 17. Zuf.) der vieleckige 
Körper in der Kugel Aß C au dem fieleck igen Körper in der 

Y a Ku- 
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Kugel DEF ein dreymal höheres Verhältnifs, als die BC 
2u der EF. Nach der Vorausfezung aber hat die Kugel 
ABC su der Kugel GHK ein dreimal höheres Verhältnifs, 
alt die BC au der EF; folglich verhält (ich (e, n, S.) die 
Kugel ABC zur Kugel GHK wie der vieleckige, Körper 
in der Kugel ABC tu dem vieleckigen Körper in der Ku- 
gel DEF, und mithin vnweebfeh , die Kugel ABC zu dem 
in ihr hefchriebenen vieleckigen Körper wie die Kugel 
GH IC zu dem in der Kugel DEF befchriebenen vielecki- 
gen Körper» Es ift aber die Kugel ABC größer, als der in 
ihr befcheiebene vieleckige Körper, folglich ift auch die 
Kugel GHK größer, als der in der Kugel DEF befchrie- 
bene vieleckige Körper. Sie ift aber auch kleiner, denn fie 
Wird von ihm cingefchloflen , welches unmöglich ift; folg- 
lach hat die Kugel ABC nicht zu einer kleinern Kugel, als 
die DEF, ein dreymal höheres Verhältnifs, als die BC zu 
der EF. Auf ähnliche Art kann nun gezeigt werden, dafs 
auch die Kugel DEF nicht zu einer kleinern Kugel , als die 
ABC ift, ein dreymal Jäheres Vcrhältoi& habe, als die 
EFsuderBC 

1 

Ich behaupte aber ferner, dafs auch die Kugel ABC 
nicht zu einer gröffern Kugel, als die DEF ift, ein dreymal 
köheret Verhältnifs habe» alt die BC au der EF* Denn 
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fie habe» die Möglichkeit ^angenommen» ein folches iu eine» 
gröflern Kugel LMN, To hat umgekehrt die Kugel LMM: 
lur Kugel ABC ein dreymai höheres Verhftltnifs, alt der 
Durchmcfler EF zum Durchmcfler BC. Wie fieb aber die 
Kogel LMN zur Kugel ABC verhält, fo verhalt ßch die 
Kugel DEF in einer Kugel, die kleiner ift, als die ABC» 
wie oben (11, 2. Lehn f. a.) geteigt worden ift, weil die 
Kugel LMN gröffer ift, als die DEF; folglich hat auch die 
Kugel DEF zu einer Kugel , die kleiner ift, als die ABC, 
ein dreymai höheres Verb&ltnifs, all die EF zu der BC, 
wovon die Unmöglichkeit gezeigt worden ift« Demnach hat 
die Kugel ABC nicht zu einer gröflern, als die DEF ift, 
ein dreymai höheres Verhältnift, als die BC zu der EF. Ei 
ift aber gezeigt worden, dafs fie ein folches auch nicht zu 
einer kleinern Kugel habe; folglich hat die Kugel ABC zu 
der Kugel DEF ein dreymai höheres Veihältuifi, eis die 
BCzu der£F, w. s. c. w. 
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*• \Venn iwey zufammcndortende gerade Linie» yan 
einer dritten gefthnitten werden , fo machen fie mit djefcr 
die inneren Winkel an einerlcy Seite der fehneidenden "Li- 
nie zufammeh kleiner, all zwej£ rechte (Et i, 17.)/ 

1. Wenn eine gerade Linie mit einer andern ungleiche 
Nebenwinkel macht, fo Mit ein Lotb von jedem Punkte 
der erilen Linie nach der zweyteü auf die Seite de« fpizen 

Winkel. ($u 1, 17.).- 

3. Dai Loth von der Spize eineVüreyccki noch deflen 
Grundlinie rillt , wenn beyde Winkel an der ^Grundlinie 
tfiz find, innerhalb, wenn aber der eine diefer Kinkel 
ftumpf ift. auiTerhalb des Dreyecjf/^of. 2.) J 

4. in einem .Punkte einer "geWlen Linie kann nicht 
mehr alf ei», Loth auf ihr aufgerichtet iverden, ' 1 

Die« folgt aus dem Saze von der GTekhhcit aller reth- 
ten Winkel unter einander , welcher vermittelt det Princips 
der Congrueuz bewiefen werden kann. CS. meinen Lehr begr. 
■i. rein. Math. 1. Bd, $. 74# ) ?T » 

i. Nach einer geraden Linie *kann von einem Punkte 
eufler ihr nicht mehr alt ein einziges LoA gehen. (El. u 
17.) 

\ «. Hat einDreyeck einen rechten oder einen dumpfen 
Winkel, fo find die beyden übrigen nothwendig fpiz # f(Et 
»» «7 ) 

7. In einem gleichfchenkeligen Dreyecke find die Win- 
kel an der Grundlinie und in einem gleichfeitigen alle drey 
Winkel fpiz. (El. 1 > 17.) 

t. Im gleichfchenkeligen Dreyecke ift die Linie von der 

Spi- 
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Spiie nach der Mitte der Grundlinie auf diefer lothrccht und 
halbirt den Winkel an der Spize und das ganze Dreyeck. 
(El i , I.) 

9. Die Linie , durch welche der Winket an der Spize 
des gleichfch enkel ige n Drey ecks halbirt wird , halbirt auch 
die Grundlinie und das ganze Dreyeck und ift auf der Grund* 
linie lothrecht. (El. I » 4*) 

10. Das Loth von der Spize nach der Grundlinie eines 
gleich fchcnkeligen Drey ecks halbirt die leitere , fo wie den 
Winkel an der Spize und das ganze Dreyeck. (El. 1 , 26.) 

11* Ein .auf, der Grundlinie eines, gleich fchenfcefigeu 
titl^c^^ aufgehelltes Loth geht durch di 

Sjpize. (Lehnf. 8« 4.) . tt * , , • ,."l* ö 
' : i i. Wehn in einem Dreyecke eine gerade Linie von de* 
Spize. nach der Mitte der Grundlinie fo geht, dafs He die 
fezteri "halbirt und luthrecht ich neidet, io ift das Dreyeck 
gleicbfchenkelig. (El^ j/£ 

13. Wenn in einem Dreyecke die gerade Linie, weiche 
den Winkel an der^pize. hajbirt, auf Je* Grundlinie loth* 
recht ift> fo ift das ^ey^ck gleichfchcnkelig. (El. I, 26.) 
r . *4*.*° dem rechtwinkeligen Dreyecke. welches die 
Hälfte eines gleich fei tigen ift, ift der fchiefe Winkel an der 
Grundlinie to^frj^)iti 'jener aa der Spiae, (Lehnt 
g. El. 1, 5-) . r v w-ibJ-t-^,. Ä . .*\ . v > tr. 



.... «5^2^?y rc ^^ e,, * e Dreyen M coa^uent, 
wenn in beyden ein fehiefer Winkel und eine Seite ftück- 
weife gleich find. (EL ^a6*> , , t/ ; : . . 

iir^Zwcy ' rechtwinkelige Dreyecke, find congruent* 
wenn die Hypotenufe und, .eiac der Katheten in beydea 

gieicn m. , - ...;„.. , ;« ..••*.«• p 

Der Beweis diefes Sazes ift , von der Parallelen theorio 

ganz unabhängig» geführt in m> Lehrbegriff der rein. Math. 
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Lehrfaz. Wenn zwey Seiten eines Drey- 
ecks einander gleich find, aber einen Winkel 
einfchlieffen , der dem WirikeJ eines gleichfei«» 
tigen Dreyecks ungleich iFt \ fo ift auch die 
dritte Seite diefes Dreyecks jenen beyden un- 
gleich, oder, fo ift das Dreyeck nur gleich- 
fchenkelig. . 

Es fcy ABC ein gleichfcitigcs Drcycck, AB dcflcn 
Grundlinie, CH das Loth oder die Höhe, AGB der Win- 
kel der Spüe. Nun fey ferner 

I. Fall. 
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DE 



rCE 

LCD. 



Bedingung. 
DC = CE 
DCE > A CB 
DCH=HCE 

» r 

B e w t i t. 

1) Da (p. hyp.) DCE>ACß, fo iß auch | DCB 
äACB. d.h. DCH>ACHj folglich auch aDCH 
* ACH. 

») Nun ift aACH = CAH (Lehrt*. 14 ); folglich 
»DCH > C AH (p. dem. i.) ' 
3) Ei ift aber wiederum CAH> CDH (El. i, t 6.) t 
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fofetirtritoct! rielouhr »DCM>CDM, DCE> 

CDE. 

C E 

4) Ift aber «es, fei ift auch DE> [ cß (EL i f 10.) 




D A 

Bedingung. , 
CF = CG 
FCG<ACB 
ECH=HCC 

— 

B e w $ i J. 

0 Da (p. hypO FCG < ACB, fo ift auch § FCG< 
f ACB, d.h. FCH<ACH, und mitbin aFCH<aACH. 

2) Nun ift aACHrzCAH (Lehnt 14O* folglich 
aFCH < C AH (p. dem. 1.) 

3) Es ift aber wiederum CAH<CFH (El. 1, 16*.); 
folglich noch vielmehr iFCH<CFHed.h.FCG< CFG. 

(CG 
CJ? (El. i, i*.). 

w. *• e.' w. 

2«/. I. Wenn *wcy gleiche gerade Linien einen Win- 
kel cinfchlieflen, der dem Winkel eines gleich feitigen Drey. 
ecks gleich ift, % und man verbindet ihre Endpunkte durch 
eine gerade Linie , fo macht diefe mit jenen ein gleichzeiti- 
ges Drcyeck. 

Penn, wäre dies nicht, fo wäre fie entweder gröfler, 
oder kleiner, als jene beyden; im tfften Falle wlre der 
Winkel an der Spiie gröffer, im andern kleiner, als der an 
der Grundlinie (El. 1, U.)> in ** y den F»»len alfo dem 
Winkel eines gleichfeitigen Drey ecks ungleich (El. 1, 5.)* 
welches gegen die Vorauifctung, eMb unmöglich ift. 
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Zuf. 2. Demnach heben alle glekbfcuigen Dreyecke ei- 
nerley innere Winkel. 

Denn nach Zuf. x # tftV im gleichfeitigen Dreyecke die 
Gröfle der Winkel ven der Größe der Seiten ganx unab- 
hängig. '\ « 

8 a z II. 

Lehrfaz. Im glteichfeitigen Dreyecke be- 
trast jeder Winkel xwey Drittheile eines 
rechten. 

F 




Bedingung. 
AB = BC = AC. 



Sat. 
ACBt 

BAC >:=:§R. 
ABCJ 

Vortereitung. 

1) Halbire (EL i , ip.) die AC in dem Punkte D» z<< 
BD und verlängere fic, bis D£=BD, ziehe ferner die * 

AE, CE. 

2) Auf* der BB befebreibe (EU t$ i.) ein gleichzeitiges 
Drcyeck B F E und wehe die C F. 

Beweis. 

1) Da (p. conftr.) BD = DE, ferner DC=DC und 
BDCrrCDErR (Lchnf. 8. Erkl. io.) fo ift BC=CE 
(El. i, 4J - 

2) Ebenfo ilf erweislich, dafi AErr AB fey. 

3) Da nun (p. byp.) BC±= AB = AC, fo ift AACE 

ein 
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p 




i 



ein dem A ABC congruentes gleicbfcitiges Drcyeck (El, i, 
g.) und mithin ACß=:ACE # 

4) Nun ift DBC = |ABC (Xehnf. g.); aber ABC = 
DBF(S.I. Zuf. 2 f ); folglich auch DBC = | DBF (Grun& 
7. x.) 

5) Ebenfo ift erweislich , dafs DEC = J D EF fcy. 

6) Nun find über des nämlichen Grundlinie BE das 
gleichfchenkclige Drcyeck BEC (p, dem.) und das gfetebfei- 
tige BEF (p. conftr v > folglich muf$ das Loth CD des erftc- 
ren verlängert durch die Spize F des lezteren geben. (Lehnf. 

«0 

7) Das Loth D F halbirr aber den Winkel an der Spize 
(Lehnf. 10.); folglich ift DFB = DFE = |BFE. 

8) Nun ift auch B FE = E B F = BE F (El. 1, 5.); aber 
(p. dem. 4.) EBCm § EBF, und BEC = * BEF; folglich 
ift EBC = BEC = CBF = CFB = CFE=CEF (Grundf. 
70 und mitbin BC = CFr=CE (El. 1, 6.) 

9) Nun Ift auch BE = BF=FE (p. conftr.) folglich 
ABEC^ABFC^AHFC (El. 1, und mithin 
BCE = BCF = FCE. 

10) Nun find BCE + BCF f FCE = 4 R (El I , 13. 

BCEl 

Zuf.); folglich BCF>=r$R # 

FCEj 

11) Es ift «her BCl) = §BCE (Lehnf. folglich ift 
BCD d. h. ACB=^R. w. z. c. w* 

Au- 



1 
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" * Anderer Beweis 

Mt ACB = §R, wenn AB=sBC=;AC ift; 



■ - 




Vorbereitung. 

Halbire die AB» BC, AC in den Punkten D, t, P, 
and ziehe die DE, EF, FD. 

i> Da (p. hyp.) ABrrBCrr AC, fo ift euch |ABs2 
{ BCm J AC, d. b. AD = DB = BE=EC=CF = AF # 

2) Nun ift auch ABCz2 ACB=BAC (EL i 9x $.)$' 
folglich AADF^ ADBE^AFEC (EU i, 4-) 

3) Da jeder der Winkel ABC, ACB, BAC ein Win* 
kel eines gleichfeitigen Dreyac$s ift , io find die congruen« 
ten Dreyecke ADF, DgE, FE C auch gleichfeitig (ß. Ü 
Zuf. 1.% Demnach ift auch DE F ein gleich fertiges , den 
eben genannten coogruenfes Dreyeck (El. i, g.) t und mithin 
EDF=ADF = BDE«^ACB(S. I, 2uf. a.). 

4) Nun find ADF+ED?+BDE= iR (El. 1, 13.); 
ADF1 

folglich EDF >=f §R; und mithin auch ACBäJR* w; 
BDEJ . yi 

Znß t. Demnach find im glekhfejtfeen Drejrecke die 
drey inneren Winkel zufammetr zwey rechten gleich» 

Zuf. In dem rechtwinkeligen Prcycckc , weichet die 
Hälfte eines glejkhfcitigen ift, ; verhalten üch demnach die 
inneren Winkel zufaaunen, wie die Zahlen . 1 > e. 3 (Lehnt 

Zuf. 3, In dem rechtwinkeligen JXreyeclfe, welches 
die Hälfte eines gleichfeitigen ift find deeanach die «WtJ 
fehiefen Winkel zufammen einein rechten gleich (2üf^ a.). 
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Z/1/.4. Wenn demnach ein fchiefef Winkel (B CD) ei- 
nes rechtwinkeligen Dreyecks = § R ift, fo inufs der andere 
fchiefe Winkel C B D = | R Teyn. 

Denn (f. die Figur dei erften Beweifcs) befchreibt man 
anf einer Linie A E ZI B C ein gkichfeitiges Dreyeck AEC 
und halbirt man folches durch da» Loth E D r fo ift A A D B 
— A DBC (S.I. ZuCä. Lehnf. 15*) und mithin AED = 
D B C. Nun ift A E ft = § R (Zuf. %.) i folglich auch D B C 

Saz III. \ 
Lehrfaz, Irl jedem Dreyerice find die drey 
inneren Winkel zufammen zwey rechten gleich. 

Der Saz gilt 

I. vom rechtwinkeligen Drcyeckc ABC, : 

G 




Bedingung. 

Es ift B A C = R r ABC^ACBfBAC=a R. 

Vorbereitung. 
1* Auf der AC errichte (EL 1, it.) in C das Loth CD, 
ic CD:^ AB und ziehe die DB. * r 
a) Halbire die AC ia E (ß; 1, lo^und *ieh«iK#BB,DB. 

3 ) Halhire die BD in t und liehe die FA, FE» FC. 

4) Auf der B D befch reibe (Et, 1 ; i.) das gleichzeitige 
eck BDG, und verlängere die F E bi* nath G. 

1) Die Linie FE mufs verlängert durch die Spite des 
glcichfeitigen Drcyecki gehen, wai Über der Grundlinie B D 
Ufchriebeö^erdcirkann (tehnf. u^:' ' 
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■ 

O Ift ditfe Spiie G, fo muffen die Sehen BG» DG die 
Linie AC xwifcbco den Punkten A und E, C und fi fchnei« 
den. Denn 

(a) die Linie von t nmh G mufi die AC fehneiden, 
weil ße von einem Punkte dieffeitt nach einem Punkte jea- 
feits der A C geht« " 

(b) Die BG nuifiudici AC auf -der rechten Seite des 
Punkts E fchneiden, weil dal gieiehfeitigef Dreyeck BGD 
durch das Loth FG, wovon* EG tia Tkeii tft» halbirt wird« 
(Lehnf. 8.). ~ 

(c) Die 8 G muft die A C auf der linken Seite det 
. Punkts A fehneiden* weil fie drefclbtge fonft entweder in 

dem Punkte A oder in einem auf der fechten Seife von A 
liegeudeu Punkte fchneiden müfste , wo dann die Winkel an 
der Grundlinie des ip. dem. 5.) bey E rechtwinkeligen Drey- 
eckt» deuen Höhe die GEH*, im etilen FaHe 222 R, im 
andern >iR feyn würden» weiches beydes gegen Et, 1, ijr# 
•ifo unmöglich ift. 

Da nun eben fö erweisiieti ift* dais d!e Linie DG die 
AC zwifchen den Punkten C und E fchneiden muffe, fo 
muffen alfo die Seiten BG, Drf3 des über der B0 *u be^ 
fchreibenden gleichzeitigen Dreyecks ÖDG die Linie AC 
ewifcbcn den Punkten A und E» C ut»d E fehneiden» Es 
feyen diefe Durchfchnittspunkte H; K. 

i) De Aß=cBC, AB=CD, BAEiäECDäR (p. 
conftr.), fo ift A ABE^ ACDE (El. i, 4.), und mithin 
BE=DE, AEBsCED, . * 

4) Da BEsDE (p. dem. 3.) BF^RF (p> conftr.) und 
EF=EF, fo ift »f EsDFEsrMßl. tt *. Etkl 10.) und 
BEFrsDEF. , , 

5) Da A £ R= CED (p, dem. 3.) und 

BEF=J)EF (p. dem, 4 .)» foift AEB + RJ5JR 
= CED + Dftf , d. fr. AEF^Q&F (Gr«ndf, e > S=R. 
(ErkL 10O. 

6) Da AB^CE (p* conftr.) EFaEF und AIFe* 
C£Fz=R (p. dem, 5.) fo ift AFäCF (El. i, 4«)» 

7) Da ßF^xDF, A$2£9£ (p. eonfr.) und Af ^ 

ABF=CDF (El. t» 7 , v? ; 

2 * J) 
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8) Ef ift aber auch FBG=FDG (& i , $J\ folglich 
ABF— FBG=CDF— FDG, 4 h. ABG=CDG oder 
ABH=CDK (Grundf. 3.). 

9) Nun ift ferner B A H 2= D C K , A B =5: C D (p. conftr.), 
folglich 4iABH=:^ACüK und mithin BH = DK (EL 

] ,. 26«)» L ► i <■ ' \ ."1 . ' 

16) Es ift aber auch BGrrDG (p. conftr.) , folglich 
3G— BH=DGt-IXK, d. b. GH=GK (Grundf. 3.), und 
auch GHK ein gleichzeitige! Dreyeck (S. U Zuf. 1.); 



AHBi 

11) Ift aber dien fo ift auch CRD J=|R(EI. 1,15.) 

B AH 1 ' ' " 

1») Da nun *™h D( ; K j — K (P* conftr.), fo 

,3) Nun ift =|R(S. tt), folglich ABHtDBG 

nCDKfBDG d. h. ABDzzB DC;=f R-fr£R:=R. 

14) In der vierfeitigen Figur ABDC ift «Ifo jeder der 
vier Winkel A, B, D, C ein rechter (p. hyp. conftr. et dem.). 
* U ~ ^ un * n den bey A und D rechtwinkeligen Drey- 
ecken ABC, DBC, ABrrDC (p. conftr.) und BCirBC, 
folglich ift AABC^ABCD (Lehof. toY); und mithin 
kommt auf jedes diefcrDreyecke von den vier rechten Winkeln 
der vierfeitigen Figur ABDC die Hälfte , d. h. twey rechte» 
" Demmuh find die Winkel ABCiACBf BAC=ra R, 

< i Der 
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M 1 iftj;n s..* <. J v : : •Jjlf f'' Stt gilt ' 

'. ^Ä'VeüB ßumpfwinitttgm xxiii fpÜüipktfi&n Dreyee» 
ABC , J d. b. wen« A CS 2>R oder AGB < ti , folft ABC 



if^h'^R! -f. "yfw* i:l , 3*-*" 
• »in i- i.« 





1 -.' 



;b U't ■ ■>* ••: 

PIHe <EK r, t*.} Von^dir Spiee C deV tonipren ode* 
fptzen Winkels ACB auf die GrundHaie* A>B da* Loth CÜ 
fo fallt fofches m einem-*aH*wk im anden^inmprbalb des 
»reyeckr (Lelinf; 3; ' 6> v ft!glie* wi*d dadureh^ar öreyecft 
AB-C in zwey rechtwinkelige Dreyecke A.DC, RfJfC «er* 
legt 9 in deren jedem» näüh d$m.e?ßen Theile des Beweifet» 



fo davon die iwey rechte Winkel ab» welche "das Loth CD 
mit der Grundlinie^ B*m dem Punktet iqacht (El» i , f$ t \ 
fo bleiben Tür die inneren Winkel im erden Falle des fturopf- 
winkeligen im andern des fjirwinkdigen Dreyeck* A B C 
«wey rechte übriyg, w, *, e* #. 

Der Sa* gilt' alry von - e J fci r A rt e n aV r Preyccke (LehnC. 
6») » folglich qncji von- der Gattung ;~ d* h. er giltj in der 
ganzen. Allgemeinheit wifc er oben ift aüfgefteHt worden > 
w. *. e. w, " L * ■ 

Zuß 1. Aua dem erften TbeÜe des Beweiies erfielle*, 
dafs* wenn auf einer geraden Linie iwey gl iche Lothe auf- 
geftelft und deren Endpunkte durch efre gfc *dV Linie- ve'rbun- 
den werden, auch jeder der bey den WfcikeTy welche die 



Verbindungslinie mit 



ein rcchter-leyi' 



. • > 
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2«/: u Macht man daher daclfryd« 11 Lothe «icht mir 
M« Wfefr, fonden» auch ihre» AUfcndc > von einander 
gleich, fo wird durch die g«»de tinje, welche ihre^nd- 
punkte verbindet, ein Quadrat einge/cnlo(fcn(p.dem^t(^lc.)«i 

Zuf. 3. Im rechtwinkeligen Dreyecke find die beyden 
ipizen Winkel zufammen einem rechten gleich. 

Anmerkung. In Anfehung aller übrigen Folgerungen 
aus di dem fruchtbaren Lehrfazc , die hier nicht unmittelbar 
angewandt werden, roufi ich auf meinen Lcfarbegriff der rei- 
nen Math. §. 07. vetweifeii. j \ 

I \ 8 y a'z IV. 

i\ Erllafung. Zwey gerade Linien, welche 
eemeinfehaftliche Lothe haben, d. h. welche 
fceyde auf einer dritten zugleich lothrecht find, 
oder auf welchen eine dritte zugleich lothrecht 
ift , heifseo parallel. f ' r f 

4 ^*z. :Ewes*^ ™» 
Parallelen lothrecht ift, ift aHctoal euch auf der andern 

lothrecht. , J'lji ■ vm ^ii&wvnH"* 

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt 
mit einer gegebenen geraden Linie eine Paral- 
lele zu ziehe* g y „..„. : y , 

ff 1 11 | i. ■ ■! 11 U g ' ■ 

4 



I a r 

Gegeben. GeJucht. 
t) Eine gerade Linie AB. FE durch C parallel der AB. 
f O Ei* Punkt C. 

. Auflöfnng. i" 
I) Von C fä'le auf AB das Loth CD (£1. r , 12). 

•5, . *) in C errichte auf D C da« Loth C E (Ford. 2. El. 1 , 1 
i) Verlängere CE aach F, fo ift FE die verlangt Par- 

alUle. 



Digitized by Google 



Kwt.Tbeorie 4er PtttlWea et» m 

* - 

R; fo ift DC da? gemeinfehafdiche Loth der Linien AB, 
FE» folglich FB ^I AÄ» (S. IV ), inch FE durch Ci 



W. £. V. W. 

L - - 



Sag VT, * 

Lehrfaz^ Wfnn swey gerade 5 Linien Jvot| 
einer dritten fo gefebnitten werden , dafs entwe- 
der die Wechfelwibkel einander gleich find, 
oder der äufsere Winkel feinem inneren , an der 
nämlichen Seite dfer fchpeid^hden JLinie liegen- 
den, Gegen winket gleich ift * oder die bey den 
inneren, an einfrley Seite liegenden, Winkel 
zwey rechten glefch find* fo find die beyden ge- 
raden Linien parallel. 

I. Fall. 



TT 





F, 

Bedingung, 
CGH~ 




IN "TT - - r _ 

1 ! .-il Saz. 

Vorbereitung. 
Fälle von 6 nach *A B IIa» Loth G K» und von H nach 
tü das Loth HL: (EU t ,. , 2 .)/ 

*. # : ' , ß txwt i 4. r 

^i; Da. <p. conftrO fo ift GKHzsGLH 

(Grundf. xo). 

a) Da (p. hyp,) auch LGHrzÖHK, und GH=:GH f 
fo ift A OH K £g A O HL» und mithin K GHäG.HX (EL 
1» 26.). -Jv ; - . u 1 

3) 



» • 
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» 

|) Da nun fowobl RGH+GHKnR, elf LGH«fr 
G*BLz;R (S* UI. 2uf. 3.) aber GtftC^LGH und KGH 
= GHL (p. byp. et dem.), fo ift auth fowobl KGH + 

KG Li 

IGHs R, alt GHKf GHLzrR (Grundf, a.) d, h. R H L J 

s=R. ' 

4) Da nun (p. conftr,) auch bey Rt L rechte Winjccl 
find» To find GK, HL gemeinfehaftliche Lothe der Liaica 
AB, CD, und mithin AB :j£CD ($>1V.> 

II. Fall* 



. .... > 

T r • 



- 




4 

Bedingung. Sat* 

SGD = ÖVi"-7~ AB#CD; 

Da (p. byp.) EGD = GHB, aber auch EGDrrLGH 
(El. i, rj.), ^ •neu hier LGH - GH B (Grundf, 1.) 
und mithin A B %ftjn&'im. I.)- 

III. Fall. 
Bedingung. Sa*. 
. DGHiGHB = iR. AB^ICD, 

B $ w i i 1. 

Da (p. byp.) DGH + GHB=zt R. aber auch DGHf 
LGH=*R (EL 1 , 13.), fo ift DGH+LGH=DGH + 
GHB (Grundf. 1.) und mithin LG HzrGHB (Grundf. 3 ), 
folglich wiederum AB^CD (p. dem; I;), w. %. e. w» 

Sa z VII. 

Lehr fax. Wenn zwey parallele Linien von 
einer dritten gefchnitten werden , fo macht die- 

fe 
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t 

fe die Wechfelwiokel einander gleich , den äuf- 
ferea Wiakel feineifeinneren, an der nämlichen 
Seite liegenden , Gegenwinkel gleiofi, und die 
beyden inneren an einerlei ^Seite liegenden ? 
Winkel z^ajMSichten vgieict^«: 

Bedingung. S 

ABitCD, ' i)CGrf*;GHB 

. a)EGD = GHB 

; ~T)^etr+ÖHB=:alL 

Vovbeveitu ng* 
Fllle von G auf AB das Loth GK, und von H aof 
CD das Loth HL(£Li„ - 

• •• u w x Theil. rT ■• • v>^r, 

' i) Da (p; oyp.) ABÖ CB ^ ünf (p. conftr.) « KS 
fowohl , als GLH em' rttMer Winkel, fo ift auch KOL 
fowohl als KHL ein rechter Winkel (S. IV» Zuf.), folglich 
KGL -KHL («nirff/ioO. ^' - 

i) Es ift abarK GL=rKGH^HGL u. K HLrrKHGi« 
G H L ; folglich** KGIP + HGL=:KHG + GHL (Gruodf. i 

3) Es ift aber auch KGH f GH K=HG Lf GHL — 
R (S. III. Zuf. 3.) j v , 

4) Beydes (2.3.) könnte niefct sufammenbeftehen, 
wenn nicht die vier? genannten Winkel einander paarweife 
gleich wären. Es mufs alfo KGK^GHL und LGH=: 
CHX 04er CGHzzGHB feyn, w. *. e, w. 

IL TheiJ. 

Wenn AB;#CD, £0 tft p. ydem. (L Tb.) CGH = 
GHB. Nun ifc CGH = EGD (El. 1, 15.), folglich ai 
IGD=GHB (Grunclt !.)• 

III TheiL . - ^ 

Wenn AB^CD, fo ift p. dem, (L Th.) CGH — 
GHB; folglich CGH+DGH=DGHf GHB (Grundf. a."£ 
Es ift aber CGH + DGH~aR (El. 1, l3# )j folglich auch 
DGH + GHB = iR,w.i.e.w, 

Zuf. 1. Durch einerley Punkt außerhalb einer geraden 
Linie kann mit diefer Linie nicht mehr als eine Parallele ge- 
logen werden« 

Denn, 



< 
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Denn, gefett, et wirc dur* tavl^iik* O «dftr 4et 

KL auch die CD der AB parallel, fo wire (S. VII) fowohl 

DGH + GH B rr aR, als LGH + GHB=iR, folglich 

© XxU f 6 H B ss L GH iHSH B förundX , und mitbin 

j><5tf=LQH (GymAC. *) wjfatGwv&fr* weiches w 

tnögiieh ift. 1 ; • 

2//; a. Parallele Urnen, find in a»eii Punkten f Weh 

-weit von einander entfernt inquidifiaiTtes}* 




Denn ia p. dem. (1. Th.) ans dem angenommenen Paf 

*H*li»nn» der Linien A*. CD, .die von der dritten EF in 
den Punkten G, H gefchnitten- werden, folgt, daft KGH 
= GHL und KHG = HGL fey, fo ia, weil auch GH = 
:ÜH, AGHKC^AGHL und mithin GJLsLH (Ö. I, 
.*6\) , *o min auch immer die Punkte G , H annehmen mag. 
&■ Zufi 3. Wenn zwey Entfernungen (GK, LH) einer gc- 
raden Linie (CÖ) von einer andern (AB)> die mit ihr in 
;einer *bene liegt, einander gleich flftd, fo find mch alle 
übrigen Entfernungen beyder einander gleich. 

flu 
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Denn da (p. byp.) GK, LH die Entfernungen der Pun- 
kte G, L von der Linie AR find, f© find bey K, H rechte 
Winkel , weil jede Entfernung einet Punkts von einer gera- 
den Linie durch ein Loth benimmt ^ird , was von ihm nach 
der Linie geht. Da nun (p.fbyp.) 6 K ~ L H , fo find auch 
bey 6; L rechte Winkel (S. III. Zuf t.), folglich GK, LH 
gemein chartliche Lothe der Linien AB, CD, aho AB, CD 
Parallelen (S. IV.) und mitbin aequidiftante Linien (S. VII« 

Zuf # 2.). 

- -■ Zuf. 4. Wenn die Entfernungen -kweVer Punkte ^ , D) 
einer geraden Linie (CD) von einer andern (A B) ungleich 
find, fo find alle übrigen Entfernungen* bey der ungleich. ' , 

Denn fände fich unter den Entfernungen aller übrigen 
Punkte der erften von der zwey ten nur eine einaige , wel- 
che einer von den ungleichen Entfernungen der Punkte G, 
fo pdej/überhaMpt der Entfernt** irgend eine* -andern 
Punkts der Linie C D von der A B gleich wäre , fo hätten die 

t>ey den geraden Linien uvey gleiche Entfernungen , und folgr 
ich wären auch aHe Übrigen Entfernungen beyder einander 
gleich (Zuf. 3,). kM v - \ tv IViX \ v ,. ,y s ^ 

L S* Alle Punkte , wdej*> von *in*f gera den i-wt 

gleich weit abüchen f liegen in einer geraden Unie. . , ; 



r. 



♦ 



4 ' 
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Denn t wenn C, D, E von der Linie AB gleich weit 
abftehen, fo ift CF-DG=EH, auch find bey F, G, ff 
rechte Winkel 9 folglich find , wenn man C mit D und D mit 
E durch eine gerade Linie verbindet , bey C, D, E recht« 
WinkeJ ($• Iii ZuC 1.) und mithin CDG + EDGz: zKi 
folglich CDE eine gerade Linie (£1. I, 14.)* 

Zuf 6. Alle atejuidißame Linien find auch Parallelen. 

Denn 
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(a Denn , find AB, ci mc^wdiftante Linien* fp ift C F = 
^HfVfttchM bcji F, H rechte Winkel , folglich find tk r 
dann, auch bey C, E rechte Winkel (S. IU,Zut.i.), dem- 
nach CF, EH gcmeinfcbaftliche Lothe der Linien AB, CE 
und mithin A B ±k C E ($. IV.). 

• ) S a z VIII. 

^- ^rUcirung. Wenn zwey gerade Linien in 
einerley Ebene eine folche Lage gegeneinander 
haben , dafs ße verlängert an einer von beiden 
Seiten zufammenftörfen , fo heiffen fie nach|die- 
fer Seite zusammenlaufend (conpefcj^riiel&X uri& 
nach der eütgegengefezten äüseHnahderldufend 
{divergmtesp^ * * ' ^ 1 ****** " ?;< " * 

Zvf. i. Parallele Linie« treffen , foweit man fie auch 
•uf bcydcn Seiten verlängern mag , doch an keiner Seite zu- 

fammen. | { 

Denn, Tollten fie in irgend einem' Punkte zufammentref- 
ien , To roüfste die Entff rnuijjg der einen von der andern für 
diefen Punkt = o, altf dief kleinfit unter allen möglichen, 
feyn. Nun find aber (S, VIL Zuf. 2.) parallele Linien auch 



aequidiftante, ä 4 h. die Entfernung der' einen von der an- 
dern jft für jeden nachfolgenden Punkteben fo grof«, wie 
für alle vorhergehenden, fie kann alfo unmöglich für einen 
iiachfolgtndcn Punkt kleiner, als für einen vorhergehenden, 
"folglich noch viel weniger die kleinfte unter allen möglichen 
werden , d. b. fie können nie zufammenfreffen* 

Zufi 2. Wenn aifö 2 Wey gerade Linien nicht parallel 
find , fo laufen fie immer nach der einen Seite hin lufam- 
men, und nach der emgegerrgefezten auseinander (Zuf. l 9 ). 

. Sol- 
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Solche Linien kenn man daher* der^ Kürze wegen wir 
parallelen nennen. • -.--rf/* 

Zufl 3. Wenn alfo zwey gerade 1 Linien nach bey den 
Seiten verlängert an keiner von beyden zufammenlaufcn, fa 
find fie parallel (Zuf. 2.). ••' " 1 ' - 

Z«/ 4. Eine gerade Linie (C DJ, ^welche die eine (KL) 
von zwey Parallelen (AB, HL) fch neidet, mufa verlängert 
auch die andere (AB) fchneidco. 




Denn, wenn ABÄRL und CD die KL in G fchnei- 
det , fo gingen , wofern die C D verlängere nicht auch die 
AB fchnitte, durch einerley Punkt G zwey gerade Linien 
CD, KL mit der AB parallel (ZuT. 3.) , wider S. VII. 
?uf. io welches unmöglich ift. 

Zuf. 5« Bey zwey zufiimmenlaiifenden geraden Linien 
ift nach der Seite ihrer Convergenz tu die Entfernung der ei- 
tlen von der andern for jeden nachfolgenden Punkt kleiner, 
als für den vorhergehendem 

Denn bey zwey zufammenlaufenden geraden Linien 
wird endlich die Entfernung der einen von der andern Tür ei- 
nen gewiflen Punkt rro (p. def.). Diefe Grenze kann fie 
nicht antlers erreichen, als dadurch, dafs He alle, zwifchen 
ahrer anfänglichen Größe und der Nulle liegenden , Größen , 
dem Gefeze der Stetigkeit gemäfs, durch ftetige Abnahme 
. durchläuft* Könnte fie nun auch nur für tinen nachfolgen* 

den 

, - 
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den Punkt diefe I big t bleiben , die Ire für den näcbftv«rher- 
gehenden oder einen andern war», fo wären die beyden L#> 
tuen aequidiüente t% Y«. ZuC 3.}» «Mo Parallelen (S. Vit 
«vf. a.); folglich ke w Aparailelen VW, Zu£ a,)> fe- 
gen die Vorausfezung, 

Zuf, 6, jßey.iwcy auseinander laufenden geraden Linien 
m die Entfernung der einen von der andern nach der Seite 
Ihrer Divergenz zu für jeden nachfolgenden Punkt größer, 
alt rar den nächft vorhergehenden. 

Dies erhellet aus JJuf. vermöge des Gegenfazes. 

7. Wenn man Jäher in der einen von twey Apar- 
allelen nach Willkühr einen .Punkt annimmt, und durch die* 
fen mit der andern eine Parallele zieht, firmufs von den 
twey Stücken, in welche die Aparaüele- durch diefe getheilt 
wird, das eine, nach* der Seite- der ConvergenS zu liegender 
diefleits , das andere , nach der Seite der Divergenz zu lie- 
gende, jenfetts der Durchfchifittsparaüele fzHen. 

Denn alle Punkte der gctheilten Aparaüele haben von 
der ungetheilten auf der Seite der Ocmvtrgenr eine kleinere, 
auf der Seite der Divergenz aber eine größere Entfernung 
als die fammtlkhen Punkte der Parallele von der lezterea 
(ZuC 5. 6.), 

■ * , 

8 a z IX. 

* 

Lehrfaz* Wenn zwey gerade Linien von 
einer dritten fo gefchnitten werden , dafs die 
beyden inneren, an einerley Sqite der fchnei- 
denden Linie liegenden Winkel zufammea 
grpffer, als zwey rechte, find, fo laufen die 
beyden geraden Linien a^n eben der Seite aus* 
einander) und umgekehrt :^ Wenn zwey aus- 
einander laufende gerade Linien von einer 
dritten gefchnitten werden, fo macht diefe 
die beyden inneren, an einerley Seite liegen* 
den, Winkel aufammen großes, als zwey 
rechte. 
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Bedingung. SäZi * 

OQH + GHB>aR. AB Ulw * CD ,aufc| t n * c k 

D auseinander* 

■ 

, * B t w e $ s. 

Liefen fie nach diefer Seite hin nicht auf einander» fo 
Wären fie entweder parallel, oder fie liefen zufammen. Iqt 
erften Falle wäre DGHfGHBsxR (S. VII.), im an- 
dern DGH-tGHB<aR (Lehn f. ij 9 beydes gegen die 
Vorauafezung , welches unmöglich ift; folglich müßen Aß, 
CD an der Seite B, D auseinander laufen. 



IL TheiL 

Bedingung. Sat. 
AB und CD lauten nach fi» DGHfGH8> a R. 
D auseinander» 

» 1 « 

' Beweis 

^ird durch G der Aß die KL parallel gelogen, fo 
tnufs GD jenfeitt diefer Parallele fallen (S. VUL Zuf. ;.)» 
folglich ift DGH>LÖG und mithin DGH + GHB> 
LGH + GHB. AherLGH + GHB=aR(S. VHOi folg. 
lieh DGH + GHB>aR > w.x.«. w. 

Saz X. 



1 



■ 
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den (S. VIT!. 2 u f. 4.), In diefem Falle hingegen muß die 
BC, wenn fie an der Seite des fpiien WinkeU, hier ABC» 
verlängert wird» mit der» gleichfallt verlängerten» ED zu- 
fanimen treffen (S. X*)» und zwar unter einem fpiien Win- 
kel (Lehnf 5 # ), weil D£B = R ift. iA der Punkt des Zu« 
fammentreffenf H » fo werden, weil (p. hyp.) FGC=R f 
die zwey geraden Linien FG, £DH von der dritten» GCH 
unter Winkeln» die zufammen < iR find, gefchnitten, 
folglich muffen fie an eben der Seite» wo diefe Winkel lie- 
gen » zusammentreffen (S, X ). 



Druckfehler und Verbefferuugen. 



Seite 9 Zeile xo von' oben: ftatt AE JUes AF. 
«-— 10 Z, 12 von unten: ft* dec 1. der. * 
— 6g Z. 16 v. p/ ft. Centriwioksls 1, Central winkelt ; und 





uro diefes Wors noch vorkommt. 
«—71 Z. i* u. ft. gegenüberliegenden 1. gegenüberlie* 



cbend. Z. 1 3 v, u. ft. dafs heifst 1, das beifsr* 
1 117 Z. 8 v. 0. ft. FA I. EA. 
^ laj Z. n v. u, ft. BEKL BFK. 
ebend. Z. 8.*. u. ft. EKC 1. BKC* 

ia< Z. 17 v. u. ft. CF 1. DF. 
ebend. Z. 13 v. u.' ft, CDF I. CFD. 
S. 129 Z. 3 v. o. ft. EABCD L FÄBCD». 

— 139 2. 10 v. u. ft. per 1. der» 
il 160 Z. 7 v. u, ft. di 1. die. 

— 169 Z. 10 v. u; ft. BE I. Br\ 

171 Z« 11 v. u. ft* Setien I« Seiten. 
ijl Z. 6 v. o. ift das Wort : dem , auszulöschen* 

— 183 Z. 1 \\ u. ft. Drcyccke 1, Drey ecken. 




uf. 2.) vor dem.Wor- 



Kinkel. 



jene*. 

e Buchftaben B und H 



c Buchftaben D und R 



Buchftabe G. 
c, airoulöfcjicn* 



Digitized by Googl 



■ ■ 



» 



■ 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



COLUMBIA UNIVERSITY 




0035541903 




I • — > r-- « n. - ~ •» ^« 

** # Li, t .'ili -»f^ 

MATH EM ATICS 
LIBRARY 



MAR 3 1 1977 

Digitized by Google 



